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1. DEFINITION ET THEOREME

1 Définition et théoréme

1.1 Définition

Defivitien | = Un vecteur i est un objet mathématique qui se définit par :

e Une direction (pente d'une droite, mais pas une orientation)
e Un sens (orientation : la fleche)
e Une norme : longueur du vecteur # notée : ||if|

Remargue :
e [l faut faire la différence entre la direction et le sens du vecteur car dans le
langage courant les deux mots sont synonyme.

e Un vecteur n’a pas de point d’application. On peut donc le placer ot I'on veut
dans le plan euclidien. En cela il se différencie de la force en physique qui elle
a un point d’application. Cependant, il y a bien un rapport tres étroit entre la
symbolisation d'une force en physique et le vecteur en mathématique.

Droite support du vecteur
direction du vecteur

Représentation

du vecteurﬁ/r

e Ces «segments munis d"une fleche » représentent le méme vecteur ii. On dit
que le vecteur i est la classe d’équivalence de toutes ces représentations .

e Pour fixer un représentant particulier du vecteur i7, on peut prendre deux points
-

A et B du plan. On note alors ce représentant: AB .

o
e Par abus de langage, on confond le représentant AB et le vecteur #. On a alors :

ii = AB . On peut donc noter un vecteur avec une seule lettre (minuscule) ou
avec deux lettres (majuscule car point).

A\ La fleche sur les points A et B est indispensable car, sans fleche, il s’agit de la
—
distance entre les points A et B, norme du vecteur. ||AB || = AB
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2. ADDITION DE DEUX VECTEURS

1.2 Egalité entre deux vecteurs

— — —> — —> 2 .
Théoreme | : Deux vecteurs i = AB et @ = CD sont égaux, si, et seulement

si le quadrilatére ABDC est un parallélogramme.

— =
AB =CD <« ABDC est un parallélogramme

Deémonstration : Un vecteur contient deux informations : une longueur et
une direction. Si deux vecteurs sont égaux, alors le quadrilatere ABDC possede
deux cdtés de méme longueur et parallele, ce qui est la définition d"un parallélo-
gramme.

Remargue : On peut donc associer un parallélogramme a I'égalité de deux vec-
teurs, ce qui simplifie la démonstration pour prouver qu’'un quadrilatere est en
parallélogramme.

2 Addition de deux vecteurs

Nete : Le butavec un nouvel outil mathématique est de pouvoir manier facile-
ment celui-ci. D’ot1 I'idée de créer des opérations avec les vecteurs. L'addition de
deux vecteurs reprend 1'idée en physique de la résultante de deux forces de direc-
tion différentes. Cette opération est connue sous le nom de «relation de Chasles »
(mathématicien du XIXe siecle).

2.1 Larelation de Chasles

Proprieté | : Relation de Chasles

. % — 2 H H 200
Soit deux vecteurs u et T _():lont les représentants sont AB et BC , on définit ’ad-

dition des deux vecteurs u et ¥ par la relation : B

— = — —
AB +BC =AC dou #u+7=AC

=
<L

U+g

A\ Cette opération est toujours possible, car 'on peut toujours déplacer le deuxieme
vecteur ¥ pour qu’il commence a la fin du premier .

Cette addition de deux vecteurs ne s’applique pas a la norme, en effet :
||+ 9] 7 [[a]| +[|9]]  mais |[if + ]| < [[a]] +[|7]]

Remargue : Cette opération est trés efficace en géométrie, car I'on peut décom-
poser un vecteur quelconque en deux vecteurs plus intéressant. Par exemple, on
peut écrire quelque soit les points E, Fet G :

— = =
EF =EG +GF
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2. ADDITION DE DEUX VECTEURS

La seule contrainte est donc de faire commencer le deuxiéme vecteur a la fin du
premier.

2.2 Somme de deux vecteurs de méme origine

Cette configuration se produit lorsqu’on cherche a trouver la résultante de deux
forces. L'idée pour additionner deux vecteurs de méme origine est la configura-
tion du parallélogramme. On a :

. . — —
Démonstration : Si ABDC est un parallélogramme, alors AC = BD, on a
donc:

e e e
ii+7=AB +AC =AB +BD = AD

2.3 Propriétés de I’addition de deux vecteurs

Propriete 2 : Propriétés de I'addition de deux vecteurs.

On retrouve les mémes propriétés dans 'addition de deux vecteurs que dans
I’addition de deux nombres.

1) L’addition de deux vecteurs est commutative: o +7 =7+ il

2) L’addition de trois vecteurs est associative :
(l4+0)+0W ="+ (T+0)=u+T+w

3) L'addition de deux vecteurs possede un élément neutre : 0—>

4) Tout vecteur i possede un opposé, noté —ii

Remargue :
e La premiere propriété permet de changer l'ordre dans lequel on effectue 1’ad-
dition.

e La deuxiéme propriété signifie que lorsque 1'on cherche a additionner deux
vecteurs, on peut d’abord additionner les deux premiers, puis additionner ce
résultat au troisieme ou additionner les deux derniers puis additionner ce ré-
sultat au premier. Voici un exemple de cette propriété :
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2. ADDITION DE DEUX VECTEURS

I Ve

e Le vecteur nul vient du fait que si l’on applique la relation de Chasles a :
e T
AB +BA = AA
%
On décide d’appeler un vecteur de longueur nulle, le vecteur nul, noté : 0 .
— = = — —
e Onaalors AB +BA = 0 ,on décide de noter: BA = —AB

Donc quand on inverse les lettres d"un vecteur on change de signe.

2.4 Exemples d’application
e Simplifier les écritures suivantes en utilisant la relation de Chasles.
— =
a) i =AB +BC +CA
— = =
b) 7= AB — AC +BC —BA
) @=MA —MB — AB

gobgogobgooboobooboobododnb

a) On applique la relation de Chasles c¢) Méme procédé, puis on regroupe les

deux fois vecteurs identiques
e T 5 ) 5
u=AB +BC +CA w=MA —MB — AB
— — 7 7 >
=AC +CA =MA +BM + BA
H % \ \ \
=AA =0 =BM +MA +BA
b) On remplace les signes "—" par des — BA + ﬁ)
signe "+" en inversant les lettres des —
vecteurs : = 2AB
— — = —
7=AB —AC +BC —BA
— = = —
=AB +CA +BC +AB
— = == —
=AB +BC +CA +AB
—
=AC +CB
—
= AB
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3. MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

\

> > —
e Démontrer que pour tous points A, Bet C: OA — OB +AC = BC
coooooooOOOOOOOOOOOOOO

On part du terme de gauche pour arriver au terme de droite.

OA —OB + AC =OA +BO +AC
—BO +O0A +AC

— —

— BA + AC

-
= BC

e ABCD est un parallélogramme et M un point quelconque. Démontrer que :
S ; - > =
MA —MB +MC —MD =0
ooooooooOoOOOOODOODODODOOOO
e
Si ABCD est un parallélogramme alors: DC = AB

On part du terme de gauche, pour arriver au terme de droite :

MA —MB +MC —MD =MA  +BM +MC +DM
—BM +MA +DM +MC

— — — —

— BA +DC or DC = AB

—  —
= BA + AB
R
= BB
%
=0

3 Multiplication d’un vecteur par un scalaire

Note : Le terme « scalaire » est employé pour désigner un nombre réel par op-
position au mot vecteur.

3.1 Définition

Defivition 2 : Soit un vecteur # et un réel k.
On définit le produit k i du scalaire k par le vecteur i par :

eSik >0 kil a la méme direction et méme sens que if et sa longueur est
multiplier par k. On a alors :

Ik a]| = K [[a]]
e Sik <0  kiialaméme direction et un sens contraire a i/ et sa longueur est
multiplier par —k. On a alors :
Ik at]] = —k{[a]]

_>
e Sik=0 onaalors: 0u=0
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3. MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

On a ainsi les vecteurs suivants :

/A Quand k est positif, il ne joue que sur la longueur du vecteur. Quand k est
négatif, il joue sur la longueur et sur le sens.
3.2 Exercices d’application

a) Exercicel

Les point A, BC, D et E sont définis sur la droite graduée ci-dessous. Dans chaque
cas, trouver le nombre réel k tel que 7 = kil

b, FE & ¢ B

Y

1) 5=AB et u=AE
AB et AE sont de sens contraire, donc k < 0.

AB

k=—2g~

T
- —
2) 5=AD et ii=AE

— -
AD et AE sont de méme sens, donc k > 0.

k_AD_S 4_51_[
TAE 2 Y72
— —

3) 7=EC et ii=AB

— —

EC et AB sont de méme sens, donc k > 0.
EC 6
:—:—:1 _):_‘
k AB 6 =1

4) 7=CD et i#i=AB
— —
CD et AB sont de sens contraire, donc k < 0

cb_ 9_ .3 __ 3
= -

k=—AB~ 6
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3. MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

b) Exercice 2
ABC est un triangle.
. s 1—
1) Placer les points D et E tels que: CD =2AB et CE = _EAB
] o
2) Trouver le nombre k tel que: DE = k AB

gobgoobooboboboobooboodnb

On a la figure suivante :

A e
Comme les deux VeCtelﬂ CD et CE
) s’expriment a 'aide de AB , on trace la
E .7 droite parallele a (AB) passant par C et
N on reporte les distances.
C e T .
DE =DC +CE relation de Chasles
——
= —-CD +CE
— 1—
= —2AB — -AB
D 2
4 5 —_—
// — —EAB

c¢) Exercice3
ABC est un triangle.
1) Construire le point D tel que : AD = AB +AC

Prouver que [AD] et [BC] ont méme milieu.
—  —
2) Construire le point E tel que : AE = BC
Prouver que C est le milieu de [ED].

3) Les droites (AD) et (BE) se coupent en I. Que représente I pour le triangle

ABC?
— 11— — 1
Prouver que: Al = EAD et BI = EBE .

guobguobgobooboobooboonn

1) On a figure suivante :
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3. MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE

-
Pour déterminer le point D, comme AD est la somme de deux vecteurs de
méme origine, on trace le parallélogramme ABDC.

Comme ABDC est un parallélogramme, les segments [AD] et [BC] ont
méme milieu O.

2) Pour construire le point E, on trace la parallele a (BC) passant par A. On re-
porte la longueur BC.

—  —
Comme ABDC est un parallélogramme, ona: DC = BA

—  —
Comme AE = BC, alors ABCE est un parallélogramme. On a alors :

—  —
CE =BA

-
Conclusion: DC = CE , C est donc le milieu de [ED].

3) On sait que les segments [AD] et [BC] ont méme milieu O. Donc (AO) = (AD)
est la médiane issue de A dans le triangle ABC.
On sait de plus que ABCE est un parallélogramme, donc les segments [AC]
et [BE] ont méme milieu O’. Donc (BO’) est la médiane issue de B dans le
triangle ABC. Comme (BO’) = (BE), (BE) est la médiane issue de B dans le
triangle ABC.
Comme I est I'intersection de deux médianes du triangle ABC, I est le centre
de gravité du triangle ABC.

Des propriétés du centre de gravité, on en déduit alors que :

3.3 Propriétés de la multiplication par un scalaire

Propriete 2 : Lamultiplication d"un vecteur par un scalaire, ob¢it a la bilinéa-

rité, c’est a dire :
k(i +7) = kil + kT

(k+K)il = kil + K if

Remargue : Ces deux propriétés permettent de développer des expressions vec-
torielles comme des équations numériques. Elles permettent donc de résoudre
des équations vectorielles, c’est a dire permettent a la géométrie d’avoir accés a
la performance de 1’algebre.

Les mathématiciens ont généralisé les propriétés de 1’addition et de la multiplica-
tion par un scalaire. Ils ont créé des objets appelés vecteurs qui ont les mémes pro-
priétés que nos vecteurs géométriques et ont donné a I’ensemble qui les contient
munie de I’addition et de la multiplication par un scalaire le nom d’espace vectoriel.
Cette structure d’espace vectoriel joue un role trés important dans les mathéma-
tiques actuelles.
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4. COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

3.4 Exercice d’application

Le but de cet exercice est de placer un point a 1’aide d"une relation vectorielle

A et B sont deux points tels que AB=6 cm. Placer les points M et N définis par les
relations suivantes :

— — = e
2AM +BM =0 et 2NA —5NB =0

googouobobbbbboooogoooobooan

. . . % _—% ~ .
Pour placer les points M et N, il faut exprimer les vecteurs AM et AN al’aide
—
du vecteur AB . Ici, on a privilégié le point A, on aurait pu le faire avec le point B.

e Pour le point M e Pour le point N
o — = =
2AM +BM =0 2)NA —5NB = 0
\ \ N N N N N
2AM +(BA +AM ) =0 2NA —5(NA +AB) = 0

— ” > > —

3AM — —BA 2AN —5NA —5AB = —BA

AM = LAB _3NA =5AB

_ 2 NA = 5AB

3AN = 5AB

— b—

On obtient alors la figure suivante :

M ‘ ‘ ‘ B ‘ ‘ ‘ N

\

L 3

4 Colinéarité de deux vecteurs

/\ On ne parle pas de parallélisme pour des vecteurs car ils n’ont pas de point
d’application mais de colinéarité.

4,1 Définition

Defivition 2 : On dit que les vecteurs il et T sont colinéaires si, et seulement

si:
JdkeR telque ¥ =ki

RQMAV‘%UQ : Cela découle directement de la définition du produit d'un vecteur
par un scalaire.
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4. COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

4.2 Théorémes

Théoréme 2 : Parallélisme et alignement

—
e Deux droites (AB) et (CD) sont paralleles si, et seulement si les vecteurs AB et

CD sont colinéaires c’est a dire que :
—
(AB) / (CD) <« dJkeR telque CD =kAB

— —
e Les point A, B et C sont alignés si, et seulement si les vecteurs AB et AC sont
colinéaires c’est a dire que :

— =
A, B, Calignés < dkcR telque AC =kAB

Remargue : Ces deux théoremes sont tres important car ils permettent de relier
le parallélisme et I’alignement a 1’aide de vecteurs.

4.3 Exercices d’application

a) Exercice 1: parallélisme

ABC est un triangle et P le point défini par : 51@ + 41%> = O—>

Montrer que ABPC est un trapeze.
gootboooddodooooododnooaoad

Pour montrer que ABPC est un trapeze, il faut m_o)ntrer_q)ue les droites (CP) et

(AB) sont paralleles, c’est a dire que les vecteurs CP et AB sont colinéaires.

— = =
or on sait que : 5AB +4PC = 0 , donc

— = = — — — —
5AB +4PC =0 & 4PC =-5AB & —4CP = —5AB

— 5—

p— ey . a
Les vecteurs CP et AB sont coli- A
néaires, donc les droites (CP) et (AB)
sont paralleles et donc ABPC est un tra-
peze.
B
Ve /'
/ /
Ve 7/
7/ 7/
/
C
s P
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4. COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

b) Exercice 2:1'alignement

ABC est un triangle. M et N sont les points tels que :

\ \

> > — —
AC = -2AM et CN =3AB

1) Placer les point M et N.
2) Montrer que les points B, M et N sont alignés.
OoooooooooOooooooooooDao

1) Pour placer les point M et N, on utilise les relations :

— 1—> — -
AM :_EAC et CN =3AB

On obtient alors :

2) Pour montrer que les points B, M et N sont alignés, il faut montrer que les
vecteurs BM et BN sont colinéaires. Pour cela, on exprime ces deux vecteurs

e —
a l'aide des vecteurs AB et AC . On a alors :

Pour l'autre vecteur

BM =BA +AM

1 BN =BA +AC +CN
or AM = —-AC — —
2 o or CN =3AB
donc BM = —AB —SAC donc BN = —AB +AC +3AB’
—2BM =2AB +AC BN =2AB + AC
— — —_— —
On obtient alors la relation : BN = —2BM . Les vecteurs BN et BM sont

colinéaires et donc les points M, B et N sont alignés.
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4. COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

¢) Exercice 3
ABC est un triangle et I est le milieu de [AB].
— >
1) a) Construire le point J tel que: A] = —AC.
_ — 1— —
b) En déduire que IJ] = _EAB —AC.
e T
2) Onnote K le point tel que : 2KB +KC = 0 .
— —
a) Exprimer BK en fonction de BC . Placer K.
. — 11— 1— o =
b) En déduire que IK = EAB + §AC .Quelle relation lie I] etIK ? Que peut

-on conclure?
Jgooooooogoogoododggoggn

1) a) On ala figure suivante :

. . — 1—
b) On sait que I est le milieu de [AB], doncona: IA = — EAB . Onaalors:

- = — — 1— —
' =IA+A] & T =-3AB -AC

— = = —
2) a) Onalarelation: 2KB +KC = 0 . On introduit le point B dans KC

— = = = o — S 1—
2KB + (KB +BC) =0 « 3KB =-BC < KB = BC

— 1= ,
BK = gBC , on place alors le point K.

_ — = = == 11— 11—
b) ExpressiondelIK : IK =1IB +BK = EAB + EBC

—
En introduisant A dans BC
K =

— 11— 1 — —
I EAB —|—§(BA +AC)
1— 17— 1—=
= -AB + -BA + -AC
2 3 3
1— 1— 1—
=_-AB — -AB + A
2 3 +3 ¢
_ 138 +1aC
"6 3
— 1— —
Onadonc: —3IK = _EAB —AC.
— — - =
Conclusion : IJ] = —3IK . Les vecteurs IJ] et IK sont colinéaires et donc

les points J, I et K sont alignés.
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

5 Géométrie analytique

Le but le la géométrie analytique est de résoudre numériquement un probleme de
géométrie. Cela suppose la notion de coordonnées et de repere. Le progres qu’a
apporté la géométrie analytique est énorme car il a permit de faire un « pont »
entre 'algebre et la géométrie qui jusque la était deux disciplines bien séparées.

Depuis 'apparition de l'ordinateur, la géométrie analytique devient indispen-
sable pour visualiser des figures géométriques

5.1 Repere
a) Repeére quelconque

— —
Trois points A, B, C non alignés du plan définissent un repere: (A, AB, AC)

On a alors : M(x;y)

AM = xAB +yAC

e
on écrit AM (x;y)

D’une autre fagon, un repere est défini par :

e un point origine : O.

e 2 vecteurs non colinéaires 7 et J. Le couple (7,7) est une « base » du plan, c’est a
dire que ce couple peut engendrer tous les vecteurs du plan.

L'ensemble (O ; 7; 7) définit un repére du plan.

—

On peut alors lire les coordonnées des points de A a H.
A(3;-1), B(2;2), C(2,3), D(0;2), E(-1;2), F(2;0), G(-2;0), H(3;,—-2)

Si on considere un point M de coordonnées (x;y) quelconque, on a alors a I'aide
des vecteurs de base Tet 7

— —
OM =x7+yJ] quelonécrit OM (x;y)
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

De méme les on peut lire les coordonnées des vecteurs de ii a Z
i(—-1,3), 9(-2,-1), w(3;,-2), Z(5 —2)
On peut alors traduire les vecteurs de if a Z

ii=—7+37, @

I
|
N
|
h
S
Il
W
~|
|
N
=
INT)

=57-27
. z 7 : 7 H
Remargue : Notations des coordonnées d'un point M ou d'un vecteur OM :

—
Notation matrice ligne : M(x; et OM (x;y)

y)
} } X — (X
Notation matrice colonne: M ]/) et OM (y)

b) Exercices sur un repére quelconque

Placer les points A, B, C, M, N et P dans un repere quelconque tels que :
— e L, = L.
OA =27+4+7, OB =-17+37, OC = -37—
— L T L == L
AM =07+27, BN =-27+07, CP =37+2j
googouobobobbbbbodoooodaoboboan

\ 4

5.2 Coordonnées de vecteurs

Théoreme 3 : Soit deux points A(xa;ya) et B(xp; yp). On a alors les relations
suivantes :

—
1) Les coordonnées du vecteur AB sont: (xp — Xa; Y — Ya)

2) Les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont : (xB er LA ; Y8 ;y A)

Exemple : Le plan est muni d'un repére quelconque. Dans chacun des cas sui-

vants, déterminer les coordonnées du vecteur AB et du milieu I du segment [AB]
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

1) A(1;—5) et B(3;-9) 1.3) o 1
2) A(=3;v2) et B(2—V2) 3)A(2'4> t 3(3' 5)

gubbdguobdoobouotboobooboon

1) AB = (_93_‘(1_5)> - <_i 1= (3;1 925) —(2;-7)
25 - (P50 - (2a) 1= (5 752) - (400)
1.1 1
var-|® A= s =GGre) ) - (T
4 4

5.3 Calculs en géométrie analytique

Théoreme 4 : Soit deux vecteurs #(x;y) et F(x/;y')
1) # =70 si, etseulementsi x=x" et y=1y
2) Les coordonnées de i+ sont: (x+x;y+y')

3) Les coordonnées de kii, aveck € Rsont: (kx;ky)

bxeMPle : ABC est un triangle I est le milieu de [BC] et J le milieu de [AI]. On
choisit le repere (A; AB AC ).

1) Calculer les coordonnées de I et ].

2) Calculer les coordonnées du vecteur i/ tel que :
T T T
u=2JA +]B +2JC
googouoobobbbbbodoooogoagoooan

1) Faisons une figure et déterminons les coordonnées de I et J.

& On a donc dans ce repére :
A(0;0),B(1;0) et C(0;1).
On obtient alors :

J
B 0+1 1 1 1 1
I - - Sx = -
P T D IV I (A B
C 1+0 1 1 1 1
P J— —_ X J— J—
2 2 2 2 4
= 7 — = —
2) On calcule le vecteur i : ii = 2JA +]JB +2JC
1 1 1 3 1 1
X 4 4 2 4 2 4
(y> 1 1 1 1 3 3
4 4 2 4 2 4
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

hutre exemple danvs uv repere orthonormal

Les points A, B et C sont tels que : A(—2; —3), B(5;0) et C(0;7). G est le centre de
gravité du triangle ABC.

1) a) Calculer les coordonnées du milieu I de [BC].
s
b) Quel est le nombre k tel que AG = kAI ?

e -
c) Calculer les coordonnées de Al . En déduire celles de AG puis celles de G.

> > o=
2) Prouver que GA +GB +GC =0
googouoobobbobbbodooooaobooan

1) a) Faisons d’abord une figure :

5+0 047 5 7
On trouve alors les coordonnées del: I = >+0 ; or7 ==, =
2 2 272
. . — 2—>
b) D’apres les propriétés du centre de gravité ona: AG = gAI

— —
c) Calculons les coordonnées de Al , AG puis de G.

— 5 7 9 13 — 2/9 13 13
A= (Graiee) (7)) A-3(3%)-(3)

Si on appelle (x;y) les coordonnées de G, on obtient le systéme suivant :

x—(-2)=3 x=1
IS
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

2) En utilisant un calcul matriciel, on a:
I —-2-1 5—-1 0-1 -3 4 -1
GA +GB +GC = 4|+ 4|+ 4| = 13 | + 41t |17

S 0— - 7— - i —= =
3 3 3

(2 5,0)-()

o= M)\
3 3+

: > —
L'égalité : GA +GB +GC = 0 correspond a la définition vectorielle du
centre de gravité d'un triangle.

5.4 Colinéarité en géométrie analytique

Defivition 4 : On appelle déterminant de deux vecteurs i (x;y) et 3(x’, ) le
nombre noté det(if, ¥) tel que :

xl
/
Yy

On effectue le produit de la 1™ diagonale moins le produit de la 2¢

det(il, 7) = ’x =xy —x'y

Exemple : Ondonne i(3;5) et 7(—2;1). Calculer le déterminant de i/ et 7.

det(ii, 7) = ‘g ‘%' —3x1—(—2)x5=3+10=13

Théoreme S : Deuxvecteurs il(x;y) et 7(x’;y') sont colinéaires si, et seulement
si:

det(if,7) =0 < xy—xy=0

Exemple :

Dans chacun des deux cas suivants, dire si les vecteurs i/ et ¥ sont
colinéaire :

1) i(10; —5) et 9(—4;2) 2) i(3;-2) et 9(6;—1)

guobguobdgobooboobooboon

1) Calculons le déterminant des vecteur i et U :

det(#, 5) = ‘i% “21’ —10x 2 (—4) x (—5) =20 —20 =0

Le déterminant est nul, donc les vecteurs sont colinéaires.
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

2) Calculons le déterminant des vecteur if et T :

det(ii, 7)

3 6
-2 -1

‘:3><(—1)—6><(—2):—3+12:9

Le déterminant n’est pas nul, donc les vecteurs ne sont pas colinéaires.

EeMA,v-Q’ua : Les vecteurs if et ¥ sont colinéaires si leurs coordonnées sont pro-
portionnelles. Parfois le calcul du déterminant ne s'impose pas car le rapport est
immédiat. C’est le cas par exemple de : ii(2;4) et 7(4;8) out I'on observe que
U=2i

5.5 Exercices d’application

a) Exercicel

Dans les cas suivants, les point M, N et P sont-il alignés ?
1) M(4;—-1),N(7;-3), P(—5;5)
2) M(—2;3),N(-3;7), P(-5;14)

1
3) M(Z,—g),N(B;—l),P(O;l)
000000000000 000000000

. . . H —ﬁ . s .
Siles point M, N et P sont alignés, alors les vecteurs MN et MP sont colinéaires.

1) Calculons le déterminant :

s

det(MN ,MP ) = 7-4 _5_4’—‘3 -

’_3—(—1) 5—(=1)| |-2 6‘=18—18=0

Le déterminant est nul donc les vecteurs sont colinéaires et donc les points M,
N et P sont alignés.

2) Calculons le déterminant :

=-11412=1

— — — _5_(— _ _
det(MN, MP) = | 3+2 =5 (2)‘:' 1 3‘

7—3 14 -3 4 11

Le déterminant n’est pas nul donc les vecteurs ne sont pas colinéaires et donc
les points M, N et P ne sont pas alignés.

3) Calculons le déterminant :

3-2 0—2 1 -2
— 4 4
det(MN ,MP ) = 1 N\|=| 2 4/=2—-==0
1 (=) 1 (-2 _2 47373
3 3 3 3

Le déterminant est nul donc les vecteurs sont colinéaires et donc les points M,
N et P sont alignés.
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

b) Exercice 2

ABC est un triangle, P est un point de (AB), Q un point de (BC) et R un point
de (CA) disposés comme sur le dessin. Les graduations sur les droites sont régu-
lieres. Démontrer que les points P, Q et R sont alignés.

e
Enl’absence de tout repeére, on peut se donner comme repere (A ; AB ; AC ). Pour
—
montrer que les points P, Q et R sont alignés, il faut montregue les vecteurs RP
— —
et RQ sont colinéaires. Il faut donc que le déterminant de RP et RQ soit nul.

D’apres les graduations du dessin, on obtient comme coordonnées pour les points

PetR:
1 1
R(0;—= -y

(0' 3) P<4’0)

Pour le point Q, on utilise la relation :

> ; >y — 3— — 3— 3— 4— 33—
AQ = AB +BQ = AB —|—§BC = AB +§BA +§AC :§AB +§AC
. ) 4 3
On obtient alors les coordonnées de Q (; ; ;) .
—  —
On calcule ensuite les coordonnées des vecteurs RP et RQ
1 1 4 4
20 - Z.0 =
—
RP = |4 — |4 RQ = |/ _ |7
NN 3,17 |16
3 3 7 3 21
—  —
On calcule ensuite le déterminant de RP et RQ :
1 4
— — 4 7 1 16 4 1 4 4
RP,RQ) = O O S
detRPVRQ) =) 16| =2%31 7%3-" 21 21"
3 21

— —
Les vecteurs RP et RQ sont donc colinéaires et donc les points P, Q et R sont
alignés.
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

5.6 Distance entre deux points

Théoréme 6 : Dans un repére orthonormé, la distance entre deux points

A(xa;ya) et B(xp; yp) est définie par la relation :

AB = \/(XB —xa)? + (yB — ya)?

Remargue : Unrepere orthonormé (O;7;7) esttelque: 7 L7 et [[7]| = |[]| =1
Les axes sont alors perpendiculaires et les unités identiques sur les deux axes.

Deémonstration : Cette formule découle du théoreme de Pythagore :

Le triangle ABH est rectangle en H,
d’apres le théoreme de Pythagore, ona:

AB? = AH? + HB?

En remplagant par les coordonnées :

AB? = (xg — xa)* + (yB — ya)?

On retrouve la formule de AB en pre-
nant la racine carrée

Exemple : Le plan est muni d’un repére orthonormé. Dans chacun des cas sui-
vants, déterminer la distance AB

1) A(1;5) et B(3;9) 2) A(—3;—v2) et B(2,V2)
0000000000000 0000000a0

1) AB> = (3—1)2+ (9 —5)? =22 +4? =20 donc AB=+/20 =2\/5

2) AB? = (2+3))2+ (V2+v2)? =5>+ (2/2)? =25+ 8 = 33 donc AB=+/33

a) Exercicel
On donne les points suivants : A(—4; —1), B(4;,—-2), C(8;5), D(0;6)

1) a) Démontrer que [AC] et [BD] ont méme milieu.
b) Calculer les distances AB et BC
2) En déduire la nature du quadrilatere ABCD

gobguobgobgooboobooboonb
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

\J

1) a) On appelle I le milieu de [AC] et ] le milieu de [BD]. Calculons les coordon-
nées delet].

[ (—42—1—8’_ —12+5) _@ = (4;0 —22-1-6) _(22)

On a donc I =]. Les segments [AC] et [BD] ont méme milieu.

b) Calculons les distances AB et BC :

AB = /(4 (—4)2+ (-2 +1))2=V6d+ 1= 65
BC= /(8 —4)2+(5+2)2=v16+49 = V65

On a donc: AB =BC

2) Le quadrilatére ABCD a ses diagonales qui se coupent en leur milieu et pos-
séde deux cotés consécutifs de méme longueur, donc ABCD est un losange.

b) Exercice 2

. 3 5 5 51
Placer les points : A<—1,§>, B(2,§>, C(O,§> et D(E'E)

Le but de cet exercice est de trouver les coordonnées du point d’intersection M
des droite (AB) et (CD).

— =
1) a) Calculer les coordonnées de AB et CD

b) Prouver que les droites (AB) et (CD) sont sécantes.

— —
2) On appelle k le réel tel que : AM = kAB .

a) Exprimer les coordonnées de M en fonction de k.
>
b) Calculer mes coordonnées de CM en fonction de k.

o1 o e . 2 oy 2 —> H
¢) En utilisant la condition de colinéarité entre les vecteurs CM et CD , cal-
culer k.

d) En déduire les coordonnées du point M.
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

gobguobgoboobgoobooboonb

Faisons d’abord une figure :

—
1) a) Calculons les coordonnées des vecteurs AB et CD

(= -0 5
E=<2§£§1))=® -2, (z)
272 -2 -2

— =
b) Si les droites (AB) et (CD) sont sécantes, alors les vecteurs AB et CD ne
sont pas colinéaires. Calculons leurs déterminant :

NI Do

5
3 2 =_6_§:_g
1 -2

— —
det(AB’,CD) = 5 :

Le déterminant est non nul, les droites (AB et (CD) sont donc sécantes.
— -
2) a) Del’égalité AM = kAB , on en déduit le systéme suivant :
{x(l)Sk {x3k1
3 And 3
_ 2k —k+ 2
L y + 5

—
b) On en déduit alors les coordonnées du vecteurs CM :

. /x—0 3k—1-0 B
2 2 2

e
c¢) Comme M appartient aussi a la droite (CD) alors les vecteurs CM et CD
sont donc colinéaires. Leur déterminant est nul donc :

— — 3k—1 > 5
det(CM,CD ) =0 & 2|=0 & —6k+2-2(k-1) =0 «
k—1 =2
17 5 17 9 9
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5. GEOMETRIE ANALYTIQUE

d) On remplace cette valeur dans les coordonnées de M(x; ).

9 10
x—3><ﬁ—].—ﬁ
_9.,3_9
Y=17 72" =
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