
Les Équations Différentielles – Tale spé maths

A) Équations différentielles linéaires du 1er ordre 
1) Les équations homogènes

Définition : Une équation différentielle du 1er ordre est une équation où 
intervient une fonction f , sa dérivée f ’  et d’autres fonctions g ,h  … ainsi 
que des constantes a ,b ,c … et dont on cherche une expression de la fonction f

• cette équation différentielle est linéaire si f ’(x)=a f (x)+b g(x )
• cette équation différentielle est homogène si f ’(x)=a f (x)

Notations : pour plus de lisibilité on note y=f (x ) et y ’=f ’(x )
ainsi une EDL1 du type f ’(x)=a f (x)+b g(x ) sera notée y ’=a y+b

Exemples : Indiquer la nature des équations différentielles suivantes 
(E₁) : 2 y ’+3 y=5 ; (E₂) : y2=2 y ’ ;  (E₃) : ( y ’)2= y ;  (E₄) : x y ’=2 y+1

2) Résolution d’une EDL1 homogène

Théorème : On donne l’équation différentielle linéaire homogène d’ordre 1 : 
(EH) : y ’=a y  où y  est une fonction continue et a∈ℝ

Les fonctions solutions de (EH )  sont : y (x)=k eax  où k=cte

De plus il existe une unique solution vérifiant f (x0)= y0

3) Résolution d’une EDL1 du type y ’=a y+b

Théorème : On donne l’équation différentielle linéaire non homogène d’ordre 1 : 
(E) : y ’=a y+b  où y  est une fonction continue et a∈ℝ*

Les fonctions solutions de (E)  sont : y (x )=k eax− b
a

 où k=cte

De plus il existe une unique solution vérifiant f (x0)= y0



exemple  : On donne l’EDL1 suivante (E): y ’=−0,5 y+1 telle que f (0)=3  
alors les fonctions solutions de (E)  sont de la forme y (x)=k e−0,5 x+2
si de plus f (0)=3  alors k=1  donc f (x)=e−0 ,5 x+2

4) Situations menant à une équation différentielle

Définition : La loi de refroidissement de Newton s’énonce ainsi :
« La vitesse de refroidissement d’un corps est proportionnelle à la différence de
température entre le corps et le milieu ambiant. »

• On pose θ (t )  la température du corps en fonction du temps t  écoulé 
en minutes.

• On appelle a le coefficient de proportionnalité liant la vitesse de 
refroidissement à la différence de température avec le milieu ambiant.

• On suppose que la température de l’air ambiant est θ 0

Étude d’un exemple : On donne θ 0=25° C  et l’on sait que la température du 
corps passe de 100°C, à l’instant initial, à 70°C, au au bout de 15 minutes.

a) Écrire l’équation différentielle (linéaire d'ordre 1) que doit vérifier la θ
en fonction de a et θ 0 ; On donnera le coefficient a à 10− 3 près.

b) Déterminer les solutions θ (t ) en fonction du temps t

c) Au bout de combien de temps la température du corps sera-t-elle de 
40°C ? En donner une valeur arrondie à la seconde près.

d) Écrire un algorithme en Python permettant de trouver à la minute près
au bout de combien de temps le corps ne refroidit plus (température à 
moins de 1°C de la température de l’air ambiant)

Solution : 

5) Résolution d’une EDL1 du type y ’=a y+g(x)

Théorème : On donne l’équation différentielle linéaire non homogène d’ordre 1 : 
(E) : y ’=a y+ g(x)  où y  est une fonction continue et a∈ℝ

Les fonctions solutions de (E)  sont : y (x)=k eax+ y0(x)  où k=cte

• y₀ est une solution particulière de (E)
• on utilise les solution générales de l’équation homogène (EH) : y ’=a y

Remarque : Dans la pratique, l’énoncé donnera la solution particulière y0 ou la
méthode pour la déterminer.



Étude d’un exemple  : Soit (E) l’équation différentielle : y ′ − 2 y=1− 6 x .
a) Montrer que l’équation (E) admet une solution affine comme solution.
b) En déduire alors l’ensemble des solutions de l’équation (E).

Solution :

6) Résolution d’une équation différentielle non linéaire
[cette partie est Hors-Programme]

Théorème : Principe de la méthode d’EULER ; Soit f une fonction dérivable 
sur I, d’après l’approximation affine, pour un pas p :

∀ x∈ℝ  : f (x+p)≃f (x )+ p f ' (x ) [approximation affine]

Principe : Si l’on dispose d’une relation entre f et f ′ par une équation 
différentielle ainsi que d’une condition initiale, on peut, en appliquant 
l’approximation affine de façon itérative, déterminer de proche en proche des 
valeurs approchée de f (x) sur I

Remarque : C’est par cette méthode que l’on a tracé, cf première, la fonction
exponentielle définie par y′ = y et y(0) = 1.



B) Les équations différentielles linéaires du 2nd ordre
1) Les équations homogènes

Définition : On appelle équation différentielle linéaire homogène du second ordre 
toute équation de la forme : a y ’ ’ (x )+b y ’(x )+c y (x )=0  où a ,b ,c=ctes

Exemples : les équations différentielles sont des EDL2
(E₁) : 2 y ’ ’+3 y ’+ y=0 ;  (E₂) : 4 y ’ ’+4 y ’+ y=0 ; (E₃) : y ’ ’+ y ’+ y=0

Définition : On appelle équation caractéristique associée à l’différentielle linéaire 
homogène du second ordre l’équation : a r2+br+c=0  d’inconnue r∈ℝ

Théorème : Soit l'EDL2 (E):a y’ ’(x)+b y ’ (x )+c y (x)=0 et son équation 
caractéristique associée (Er):ar2+br+c=0

• si Δ>0  alors les solutions de (Er)  sont r1=
−b−√Δ

2 a
 et

r2=
−b+√Δ

2a
 et les solutions de (E)  sont y (x)=A er 1 x+B er2 x

• si Δ=0  alors la solution de (Er)  est r0=
−b
2a

 et les solutions de 

(E)  sont y (x)=( Ax+B)er0 x

• [Maths Expertes] si Δ<0  alors les solutions de (Er)  sont 

α=−b−i .√−Δ
2a

∈ℂ  et  β=−b+i .√−Δ
2a

∈ℂ et les solutions de (E)  

sont y (x)=eα x [ A cos (β x)+B sin(β x )]

Exemples : On se propose de résoudre les 3 équations différentielles :
(E₁) : 2 y ’ ’+3 y ’+ y=0 ;  (E₂) : 4 y ’ ’+4 y ’+ y=0 ; (E₃) : y ’ ’+ y ’+ y=0

Solutions: 
Pour (E₁) : 2 y ’ ’+3 y ’+ y=0 on (Er): 2r2+3r+1=0
donc Δ=1>0  donc r1=−1  et r2=−0 ,5

donc les solutions de (E₁) sont y (x)=A e−x+B e−0 ,5 x

Pour (E₂) : 4 y ’ ’+4 y ’+ y=0 on (Er): 4 r2+4 r+1=0
donc Δ=0  donc r0=−0 ,5  

donc les solutions de (E₂) sont y (x)=( A x+B)e−0,5 x

Pour (E₃) : y ’ ’+ y ’+ y=0 on (Er): r2+r+1=0

donc Δ=−3<0  donc α=−1−i .√3
2

et β=−1+i .√3
2

donc les solutions de (E₃) sont y (x)=e−0,5 x [ A cos ( √3
2

x)+B sin( √3
2

x)]

2) Les équations avec 2nd membre 

Théorème : On appelle équation différentielle linéaire du second ordre avec 2nd 
membre toute équation de la forme : (E):a y’ ’(x)+b y ’ (x )+c y (x)=g(x )  
Les fonctions solutions de (E)  sont : y (x)= y H(x)+ y0(x)  où k=cte

• y₀ est une solution particulière de (E)
• y H sont les solution générales de l’équation homogène (EH)

Exemple : Pour (E) : 2 y ’ ’+3 y ’+ y=−1 on obtient les solutions sous la forme
y (x)=A e−x+B e−0 ,5 x−1 car y ’(x)= y ’ ’(x)=0

Remarque  : dans le cas plus général, la nature de y₀ est identique à celle de g

3) Applications des EDL2 : isochronisme des petites oscillations

Soit un pendule simple, modélisé par un objet G de masse ponctuel m accroché à 
un fil de masse négligeable et de longueur ℓ dont on néglige les forces de
frottements ; À l’équilibre le fil est vertical. On repère la position du point G par 
l’angle θ, qui est fonction du temps. On écarte le point G de sa position 
d’équilibre d’un petit angle θ0 ; La somme des forces F⃗ est tangente à la 
trajectoire du point G et correspond à la projection du poids P⃗  sur cette 
tangente. D’après le principe fondamental de la dynamique, on a 

F⃗=m a⃗ donc T⃗+ P⃗=m a⃗ avec a⃗=lθ ' ' . i⃗ +lθ '2 . j⃗

donc par projection sur l’axe de F⃗ : 

0−mg sin(θ )=mlθ ' '+0 donc θ ' '=−g
l

sin (θ ) or 

θ  est petit donc sin (θ )≃θ on en déduit l’EDL2 : 

(E):θ ' '+ g
l
θ =0 avec θ (0)=θ 0 et θ ' (0)=0

donc θ (t )=θ 0 . sin (ω t+ϕ ) avec ω=√ g
l

et ϕ=π
2

car 

θ ' (0)=0 d’où les solutions générales des oscillations : 
θ (t )=θ 0 . sin (ω t+ π

2
) donc θ ( t )=θ 0 .cos (ω t )


