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1 Notion d'intégrale

Le but de l'intégration est de calculer la surface délimitée par une courbe et
I'axe des abscisses.

1.1 Définition

Defivitien | : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ;b].
Soit % sa courbe représentative.

Le plan est muni d"un repére orthogonal (O, L ]).

On appelle

e Unité d’aire (u.a.) : I'aire du rectangle bati a partir des points O, Tet J.

¢ Domaine sous la courbe : domaine délimité par la courbe ¢, 'axe des abs-
cisses, et les droites d'équation x =aetx = b (a < b).
Ce domaine est I'ensemble des point M(x;y} du plan tels que :
agsx<h et 0<y< f(x)

e Intégralede f sur[a;b]:la mesurede
I'aire en u.a. du domaine situé sous la
courbe %y.

On la note : fbf{x) dx

:

S Emm---
—

Remargue :
b
. f f(x)dx selit: « somme ou intégrale de a a b de f{x)dx ».
i
e La variable "x" est une variable muette, c’est a dire qu'elle n’est plus présente
lorsque le calcul est effectué.

e La variable x peut étre remplacée par : t, u, ou toute autre lettre a 'exception
de a et b.

E:cmpff. : On donne la représentation 4
suivante d'une fonction f sur [—2;3]
ainsi que les mesures : OI = 2 cm et
O] = 3 cm. Calculer : 1]

o L'unité d'aire.

—
L BB B

da ]
|

3 ’ ’ ’
. f f{x) dx puis l'aire en cm? 2 2 a0 Loz
2

L O e Y e e e e S e G Y e R e e e e S e T e Y O E e ER
L'unité d’aire vaut: 2 x 3 = 6 cm?

Pour calculer I'intégrale, il faut calculer 1"aire sous la courbe en unité d’aire soit
le nombre de rectangles. Il y a 7 rectangles pleins un demi rectangle en haut a



gauche et un triangle en haut a droite de coté n_‘.tipl_‘cﬁfs-; 2 et 1 soit 251 = 1 rec-
tanglu. On en déduit donc :

3
f f(x)dx =8,5 et & =8,5x6=>51cm?®
A

1.2 Exemple de calcul d’'intégrale : la quadrature de la parabole

Le Pra-He-_Mt : Calculer l'intégrale de la fonction carrée f sur [0;1].

Il s"agit donc de calculer l'aire & sous la parabole dans l'intervalle [0;1]. Lidée
de Riemann est d'encadrer cette aire par deux séries de rectangles. On divise
i i+1

- —l , on détermine

I'intervalle [0;1] en n parties. Sur chaque petit intervalle |, =

la valeur minimale et maximale de la fonction carrée. Comme cette fonction est
croissante sur [(;1], la valeur minimale est f (ﬁ et la valeur maximale f % )

On obtient alors ces deux séries de rectangles comme la ﬁgun: ci-dessous ;

A
1 Suite T,

|K:"‘L__| Suite 51.‘

1

|
|
A

YIS

(.
o A
N\

1 I o 1 it i

On définit deux suites avec f{x) = 2

e La suite (Sy) des rectangles hachurés dont l'aire est 5, :

(1)2 1 (2)3 1 (n—1)3 1

Su=|—-) x=+|=) X=+-+ X —

i3 1 it i 1 i
12+22 4.+ (n—1)2

+

e La suite (T,) des rectangles bleus dont I'aire est T, :

(1)2 1 (2)2 1 (3)2 1 2 1
Th=|—-) x—+[—-) x—4+[—) x—+--- (—) x —
by i i i i i3 i i

124224 ... 4 ? 1
- 3 —Sr!+_
" n

_I_

L'aire sous la courbe o vérifiedonc: S, = & = Ty



Haariﬂsme. : Calculer a l'aide d'un algorithme les valeurs de 5, et T; lorsque
n=>5, 10, 20, 100, 1000

Programme classique pour déterminer les Variables
termes d'une suite définie par une somme. N, LS5 T
On obtient alors les résultats suivants & 107 %&%Lm
pres: 0—S
" 5 T Pnur!}flanantdela N—1
5 0, 2400 | 0,4400 S+ Y] —+ 5
10 | 0,2850 | 0,3850 o
20 | 0,3088 | 0,3588 e
100 [ 10,3284 | 0,3384 S+ T
1000 | 0,3325 | 0,3338 Afficher SetT

On constate que les deux suites semblent converger vers la méme limite :
51000 = Tiom0 = 0,333

Etmriue. : D’aprés le tableau de valeurs, on peut conjecturer que la suite (5,,)
est croissante et la suite (T, ) est décroissante. De l:rlu5 leur différence Ty — 5, = J]_I
tend vers (). On dit alors que les suites sont adjacentes.

Démowstratien : Montrons que ces deux suites convergent vers la méme li-
mite.
On peut montrer par récurrence que la somme des carrés est éga]u a:

n{n+1)(2n+1)

P+2 4. 0 = a

En appliquant cette formule a 'ordre n — 1, on obtient :

> (m=1m[2(n—-1)+1] n(n—1)2n—-1)
N 6 N 6

P4+224...4+(n-1)
En appliquant cette relation aux suites 5, et T,,, on obtient :

nn—1)2n—-1) 1 1 1

Sn = o113 =3 2 T
nn+1)(2n+1) 1 1 1
T — e T R
" 613 37 2 " o2
Ona 1 1 1
uh-,r!-lm _E @ =0 et "]:l.]-{‘lmﬁ E =1

1 1
On en déduit par addition: lim 5, = 3 et lim T, = 3

e e 60 - = 0
. 1 1 2 1
Comme les deux suites encadrent &, ona: o = E wa. etdonc ¥dx = E
: 0 :

Calevlette Tl 82 : Pour calculer la valeur exacte de cette intégrale faire (dans

le menu math)

I:unctlntégr[)(z, X,0,1) Frac onretrouve 1/3



1.3 Intégrale d'une fonction continue positive

On généralise cet encadrement a une fonction f quelconque continue et posi-
tive. On divise l'intervalle [a : b] en i parties égales. Sur chaque petit intervalle, on
détermine la valeur minimale et maximale de la fonction f. L'aire sous la courbe
est alors encadrée par deux suites correspondantes a 1"aire des rectangles hachu-
rée et "aire des rectangles bleus. Ces deux suites convergent vers la méme limite
qui correspond a l'intégrale de f sur [a; b] (théoréme admis) comme le montre la
figure ci-dessous.

rrcr

N
\\

[ Suite T,,
%1 Suite 5,

\

N

N

Les suites (S,) et (T,;) convergent vers
une méme limite .

b
On a donc: f flx)dx = o
a

Em;riu-_ : Le symbole dx dans l'intégrale est
une notation différentielle qui symbolise une
trés petite distance et représente la largeur de
chaque petit rectangle. f(x) dx représente I'aire
d’un rectangle et le symbole ||" devant signifie
que I'on fait la somme des aires de chaque petit
rectangle.

1
E:enpfr_ : Calculer ]’in’fégra]{: suivante : f v1— x2dx.
1

Le cercle de centre O et de rayon 1 a
P : . asd 2 -
pour équation : x~+ ¥~ = 1. On en dé-
duit alors que le demi-cercle de centre
Oetderayon 1 pour y = (0 a pour équa-
tion ¥y = +v/1—x% On en déduit que
lIintégrale est l'aire du demi-disque de

1 soit —.
rayon 1 soit -

1
Conclusion : f v1—x2dx = g
1

1.4 Définition cinématique de 'intégrale

On a donné jusqu'ici une définition géométrique de l'intégrale, on peut aussi
donner une définition cinématique de l'intégrale.

Pour un mobile se déplagant sur une trajectoire a la vitesse v(t) positive ou
nulle, la distance d parcourue par le mobile entre les instants f; et f; s'exprime

par:

d= l * o(H)dt



2 Primitive

2.1 Théoréme fondamental

Théoréme | : Soit une fonction f continue et positive sur un intervalle [a; b].

La fonction F définie par: F(x) = f f(t)dt est dérivable sur [a;b] et F' = f
a

Démanstration : Dans le cas ol f est croissante sur [a; b] (On admet ce théo-
réeme dans le cas général).
On revient a la définition de la dérivée, il faut montrer que si xp € [a; b]

. F{xp+h)— F(xg) )
it h = /)

e 1¥cas: i =0, ona:
Xg+Hh

X+ Xn
F(xo+h) — F(xg) = f F(1) di - f £(£) dt = f F(1)dt = of
a i X
(par soustraction d"aire).
On sait que f est croissante sur [a; b],
doncsit € [xp;xp+ h],ona:

f(x0) < £(4) < flxg+h) O
donc en encadrant 1'aire &' § o of
N

par le rectangle minorant (hachuré) et
le rectangle majorant (bleu) l'aire ( en '

Y

bleu), on a : ol = -
flxg) xh<o < flxg+h)xh
flxo) < 5 < fla+ )
foxo) < EE=E < S +h)
e 2¢cas: /i < 0, on montre de méme que : f(xy+h) < F{"‘"H’;}I_ F(x0)  £(x)

e Conclusion : on sait que f est continue sur [a; b|, donc }.im flxg+h) = flxg)
1=+

F(xo+ Izjjr — F{xo) = F(x)

D’apres le théoreme des gendarmes, ona: lim
=0

2.2 Définition

Défivition 2 :  f est une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f

admet une primitive sur I si, et seulement si, il existe une fonction F dérivable sur
I telle que:
Vel F(x)= f(x)




E:emﬂe.s .

1) Soit la fonction f définie sur R par f{x) = 2x. Déterminer une primitive de f.
F dérivable sur R et définie par F(x) = x? est une primitive de f car:
¥VxeR F'(x)=2x
2) Montrer que la fonction F définie sur |0; +cof par F(x) = x(Inx — 1) est une
primitive de la fonction f définie sur |0; +-e0] par f(x) = Inx.

F est dérivable sur ]D; —|—nc:r[ car somme et produit de fonctions dérivables sur

]0; +e0[.Ona:

1
F’{x}_lnx—l—er;_]nx

F est donc une primitive de f sur |0; +ool.

Théoréme Z : Soit une fonction f admettant une primitive F sur I, alors toute
primitive G de f estde la forme::

vxel G(x)=F(x)+k keR

Démenstration : Soit la fonction G une fonction définie sur I par:
G(x) =F(x)+k
G est manifestement dérivable sur I car somme de fonctions dérivables sur L
Ona:
G'(x) = F'(x) = f(x)
G est donc une primitive de f sur L

Réciproquement si G est une primitive de f sur [, alorson a:
Vxel (F—G)(x)=F(x)—G'(x) = f(x) - f(x) = 0

Si la dérivée de {T — G} est nulle alors {T — G} est une fonction constante.
Donc :
Yxel Glx)=F(x)+k keR

Ex e : Sila fonction F définie sur R par F(x) = x? est une primitive de
la fonction f définie sur R par f(x)} = 2x alors la fonction G définie sur R par
Glx) = 12 + 3 est aussi une primitive de f sur R.



2.3 Primitive vérifiant une condition initiale

Théorame 2 : Soit f une fonction admettant une primitive sur un intervalle L
Soit xy € Tetyp € R. Il existe une unique primitive F de f sur I tel que :

F(xo) = vo

Deémowstratien : Soit F et G deux primitives de f sur . On a donc
Flx)=G(x)+k
si on impose F(xp) = yp alors il existe un unique k tel que k = yy — G(xp)

E:empfﬁ._ : Déterminer la primitive F de f{x) = 2x tel que F(2) = 3.
F est une primitive de f donc: F(x) = x* +k
F(2) =4 +k alors k= F(2)—4=3-4=-1 donc F(x)= 21

2.4 Existence de primitives

Théoréme 4 : Toute fonction continue sur un intervalle T admet des primitives
sur L

Démonstration : Uniquement dans le cas ot la fonction f est continue sur un
intervalle fermé [4; b]. f admet donc un minimum m. On considére la fonction ¢

telleque: g(x) = f(x)—m

g est continue (car somme de fonctions continues) et positive sur [a; b]. D'aprés
le théoréme fondamental, la fonction G définie ci-dessous est une primitive de ¢
sur [a; b].

G(x) = fg(:}d:

La fonction F définie sur [a;b] par: F(x) = G(x) + mx est alors une primitive
de f car:

Flix) = G'(x)+m = f(x) —m+m = f(x)
Eemriut : On admet ce théoréme dans le cas général.

X
f f(t)dt estla primitive de f qui s'annule en a
ia



2.5 Primitive des fonctions élémentaires

Par lecture inverse du tableau des dérivées, on obtient le tableau des primitives
suivantes en prenant comme constante d'intégration k = 0 :

Fonction Primitive Intervalle
flx)=a F(x) = ax R
o2
flx) =x F(x) = = R
Tl 2
. ) phl R
(x) =" Flx) = -
f) (¥) = 2
fix) _1— Fix) =Inx ]ﬁl‘.—|—fx}-
d TS -1‘ v S L
)=+ ng1 | F@)=———— | ] = c0;0[ ou]0;+o|
flx) = o nF )=z D1 | | 00; 0 ou |0; +o0
1
flx) = — F(x) = 24/x R
VX '
f(x) =sinx F(x) = —cosx R
flx) =cosx Flx) =sinx R
flx)=¢* F(x) =¢* R

Exem?fr.s : Quelques exemples d"application du tableau :

a

. X
1) SurR, f(x)= r*  alors F(x) = =

1 1
2) SurR*, f(x)=— alors F(x)= ——
} ' _-( ;]'I 1__'{ ';-. ¥ ")_1.2
3 en appliquant la formule de la
7

xe 1
fonction puissance, on obtiendrait: Fly) = — = ———

P T T T T

On pourrait aussi considérer que _ff.‘t‘) - X



2.6 Regles d’intégrations

D’apres les regles de dérivation, on déduit les régles suivantes en prenant comme
constante d'intégration k = 0:

Primitive de la somme f(u+v)=[u+ v
Primitive du produit par un scalaire [(au)=a [u
il
Primitive de  u'u" [u'u" = nil
i’
Primitivede  — f—— In |u|
‘
. i’ u' 1
Primitive de L #1 o= —m
u' u'
Primitive de —= f—l,.— = Zﬁ
Vi VAT
Primitivede  u'e" [u'e" = e
< e 1
Primitivede u{ax+b) Julax+b) = - U(ax +b)

2.7 Exemples de calcul de primitives

/A, Bien adapter le coefficient lorsque cela est nécessaire pour obtenir une forme
donnée

: 2
Polynéme: f(x)=1x"—2x>+4x—1, alors F(x)= —3 242
_;jﬁ

Forme u'u: f(x) =2x(x*—1)%, alors F(x)= 1

{31-1;1 (3x — 1)
5 15

ﬂﬂ_mp4ﬁ_%WM—nﬂ alors F(x) =

f

2
Forme % : f(x) = ﬁ, alors F(x) =In|2x— 3|

| ! 17 4 o
x) = - alors F(x) = —In|dx+1
) = 4LrH] alors  F(x) = 7lnjdx+1]



!

u x+1 2x+2
Forme o flx) =

1
242y —3)2 ¥2 42y -
242 312 2 142 3)2

F(x) = 2{1‘2 T 2x_3)

ﬁ' flx) = \f‘t‘— alors F(x)=2y/x+4

3 37 2
&) =12 {JZI—H

: 1 : 1,
Forme u'e": f(x) =¢¥"!1 = 3 [4e***1], alors  F(x) = EEH o

] . alors

Forme

3
}, alors F(x) = —><2~,f21+1_w2r+1

2 1 2 1 _.2
flx) =xe ™3 = -3 ‘—ZIE * 1‘ alors  F(x) = —Ze™ o

Etmriue. : Trouver une primitive n’est pas toujours chose facile. Des mani-
pulations plus sophistiquées (par exemple pour les fonctions rationnelles ou les
fonctions possédant des radicaux) sont parfois necessaires pour déterminer une
primitive (cf compléments sur I'intégration). Parfois la primitive ne correspond a
aucune fonction connue, elle est alors uniquement définie par une intégrale (par
exemple la primitive de e 'r:}

Contrairement a la dérivation qui est toujours possible, la recherche de primitive
s'avere donce parfois impossible!!

3 Intégrale d'une fonction continue

3.1 Calcul a partir d'une primitive

& On étend la validité du théoréme fondamental aux fonctions continues de
ﬁigncs-; quu]c‘unqur_‘ﬁ.

Théoreme S : f est une fonction continue sur un intervalle I. F est une primi-

tive quelconque de f sur I, alors pour tous réelsaetbdeITona:

[ Fedx = [Fls = Fo) - FGa

Démoustration : Sila fonction f est continue sur I alors f admet une primitive
G sur I qui s"annule en a. On a alors pour tous réelsa et b de I :

X b
G{x:}—fﬂ fit)dt onaalors: _/; flx)dx = G(b)




Soit F une primitive quelconque de f surl, alors il existe un réel k tel que :
F(x)=G(x)+k
On obtientalors: F(a) =k et G(b) =F(b) —k = F(b) — F(a).

b
Conclusion : f f(x)dx = F(b) — F(a).
Exemples :

1) Calculer I'intégrale suivante : f_ (¥ —4x+ 3)dx
.

]

2 - 1
X —4x+3)dx = |—
f]{I x +3)dx [3

(——2x4+'—lx?) - (—%—2—3)
_3
=3

—8+6+3+’+%—6

2
— 2y - 3::]
1

2 3x
2) Caleuler lintégrale: | ————d:
) Calculer l'intégrale fn 2117 ¥
2 3y 3 2 2x 3 1 1% 3/ 1 6
— = _dx== [ ———dx=2 |- ==(—=+1)=2
A 212" EL (Z+12%" 2{ x2+1][] 2( 57 ) 5

3.2 Intégrale et aire

hﬁriété | : Relation entre aire et intégrale
e Soit f une fonction continue sur un in- 4
tervalle [a; b] telle que f < 0. Soit & a b
I'aire délimitée par la courbe, I'axe des H %) -
abscisses et les droites x = aet x = b ""f :
On a alors : /\
, .
of =— f f(x)dx
7]
» Soient deux fonctions f et g continues 1 L,
sur [a; b] telles que f = g. Soit Z I'aire .
comprise entre les deux courbes et les 1
droites x =aetx = b. Onaalors : I y
1
b | @
-" _ _ 3 d_ 1 [ | "
7= [(f-g)(x)dx — b

Démonwstration : La premiére propriété se montre facilement par symétrie avec
I'axe des abscisses.

La deuxiéme propriété est directement liée a la soustraction de deux aires.
E’!thf»fe_ : Trouver l'aire comprise entre la parabole d'équation y = ¥ et la
droite ¥ = x entre les abscisses x =0 et x =1



On a alors comme la parabole est en

- dessous de la droite :

|

| 1

! o = | (x—x%)dx

| 0

| 1

: =ie_ls

: 2 0

1

3.3 Propriétés algébriques de I'intégrale

Propriete 2 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I alors :

1) YacT ona: ff{.ﬂdx:ﬂ

b
2) Va,bel ona: ﬁaf{x}dx — = f f(x)dx
a
3) Relation de Chasles

Va,b,cel ona: —[:fl[x}dxz j;bfl[x}dx+f;f{x}dx

Démeustration : Ces propriétés découlent immédiatement du calcul a partir
de la primitive F de f. Par exemple pour la relation de Chasles :

fbf[x}d.t+ fbff{xjdr — F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) — F(a) = fff[x}dx
Remargue. :

® 5Siune fonction est paire, alors d"aprés la relation de Chasles, on a :

f:f{:cjd_r_ fnﬂf(x;dﬁff{x}dx_ Ef{x}dﬁff{xjdx_zfﬂx;dx

® Siune fonction est impaire, alors d"aprés la relation de Chasles, on a:

_[:f[x}dx_ fnﬂ f{.‘c}dx-i—fnﬂf[x}dx_ _fnﬂf['r}dx—'_.[nﬂf{xjdx_ﬂ

Théoréme & : Linéarité de I'intégrale

Soit f et ¢ deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b, alors pour
touslesréelsa et f,ona:

b b b
[ @f+p)x)dx =a [ f(x)dx+p [ g(x)dx

Démoustration : idem, cela découle immédiatement des primitives F et G des
fonction f et g.



Exuqf.fg : f et ¢ sont deux fonctions continues sur [0, 1] telles que :

1 1
fn flx)dx = % et fn g(x)dx = %

1 1 1
ﬁ (5f — 3¢)(x)dx = :'% F(x)dx — 3L o(x)dx = g _ % - %

3.4 Intégrales et inégalités

Théoréme T : Soit f et ¢ deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
1) Positivité
Si f = 0 sur [a; b] alors : fbf(x}dx =0
2) Intégration d'une im‘égﬂlih’éE
Si f = g sur [a; b] alors : fb flx)dx = fb g(x)dx
3) Inégalité de la mu}renne ﬂ ﬂ
SiVx € [g;b], m< f(x) <M alors m(b—a) < f f(x)dx < M(b— a)

Démowstration :

b
1) Immédiat car si la fonction est positive sur [a, b], I'intégrale f f(x)dx repré-
i

sente |"aire sous la courbe, donc la quantité est positive.

b
2) Sif zgalorsona: f—¢ = 0doncdapréslel),ona: f (f—g)x)dx =0

D’apres la linéarité de l'intégrale, on a :

fnb(f_g}mdx— fﬂbf(-‘f}dx—f:g{xjdl

b b
On en déduit donc que f flx)dx = f g(x)dx
i i

3) De I'encadrement de la fonction f, d’aprés le 2), on en déduit :

m<f(x) <
_/;mdr ff x)dx < fMdr
m:L jf IMJ.

m(b—a) < f flx)dx < M(b —a)

g
E—’:em#e. : Encadrement de l'intéerale suivante : [ = f —dx
& 1 1+ 4/x



On encadre la fonction f sur [1;9] : On applique ensuite l'inégalité de la

]"::_T < 9 m[}}-'i_‘n]'li_‘:

1 o 1
1<V/x <3 E(g—ugfﬁdxgiw—u
2<1+/x<4 PR
11 1 zgf dx < 4
el S _
1STT RS 0 1+ /x

21 <4

3.5 Valeur moyenne

Théoréme B : Soit une fonction f continue sur un intervalle [a; b]. La valeur

moyenne de la fonction f sur [a; b] est le réel u défini par:

1
ju_b—

ﬁ ! f(x)dx

i

Ee.mrtgyt :

e Cette définition est la généralisation de la moyenne d'une série statistique :
_ ] i
= — X;
N4

¢ Cinématique. On peut donc donner la définition de la vitesse moyenne V d’un
mobile entre les instants t; et f; dont la vitesse instantanée est v(f) :

1 tz
= f v(t)dt
th —t Jy,

Iterprétation graphigue :
Soit f une fonction continue et positive
SUT [H; b], On a alors :

o = f ! flx)dx
= u(b—a)

L'aire o est éga]e a l'aire du n:::tang]u
rouge sur la figure ci-contre

E:empf;-_ : Caleuler la valeur moyenne u de la fonction sinus sur [0; 7].
2
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4 Calcul du volume d"un solide

4.1 Présentation d'une méthode de calcul

Une méthode pour déterminer le volume d'un solide, consiste a découper celui-
ci par des plans paralleles. On intégre ensuite les surfaces obtenues par ce décou-
page suivant I'axe normal a ces plans.

On s'intéressera uniquumunt au vo-
lume de solide de révolution.

Solide de révolution : solide engen-
drée par une surface de révolu-
tion

Surface de révolution : surface engen-
drée par une courbe (directrice)
tournant autour d’un axe.

Si I'axe (Oz) est I'axe de révolution, le
volume V du solide de révolution est
égal a:

L

?_fﬂbS(z}dz_-/bfrrz{zjdz
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4.2 Calcul du volume d'une sphere

Compte tenu de la symétrie de la
sphere, on calcule le volume d'une
demi-sphére qu’on multipliera ensuite
par 2.

On découpe ainsi la demi-sphére avec
des plan perpendiculaires a I'axe (Oz).
Les surfaces obtenues sont alors des
cercles de rayon r(z). La surface de ces
cercles S(z) vaut :

S(z) = m*(z)

Il reste donc a déterminer le rayon r{zj en fonction de z 4 "aide du théoréme de

Pythagore dans le triangle OMN rectangle en N(0,0,z) :
r*(z) = R* - 2%
On obtient alors le demi volume de la 5Phﬁrc :

R R 39 R 3
%V - ./n S(z)dz = L m(RP—z3)dz =7 [Rzz _ %]n - 7T (R3 _ R?) - %?ER3

4
On en déduit alors le volume de la spheére que tout le monde aappris: V = ?} R3



4.3 Volume d'un cone

On découpe le cone d’axe (Oz) avec des plans perpendiculaires a I'axe (Oz). Les

surfaces obtenues sont alors des cercles de rayon r(z).

Il reste donc & déterminer le ravon r(z) en fonction de z a 'aide du théoréme de
Thalés dans les triangles : OBB’ et OAA’, on a avec A(0,0,z) :

OA AA z _ r(z)
R

OB BB ~ n

On obtient ainsi le volume du cone :

h h R252
V= [ nr? d'f_f m——d
fn T {zj ) T 2 z
_ mR? fjrzzdz_ nR* [2* "
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On retrouve ainsi le volume du ciine

que tout le monde connait: V = E mR2h

Rz
r(z) = m
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