COURS : Suites & Récurrences
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1 Raisonnement par récurrence

1.1 Effet domino

Le raisonnement par récurrence s’apparente a l'effet domino. On consideére une
file de dominos espacés régulierement.

\ \ I,
! ! 14
/f /4 /4
‘8 4 /4
/4 . /4
/f /4 v/
/ 4 4
dy d1 dn  dnp1
Le premier Si le 7 domino tombe,
domino tombe. il fait tomber le (n + 1)°.
Amorce Propagation

e Le premier domino dj tombe. C’est "amorce.

e Les dominos sont suffisamment proches pour que sil’un des dominos d, tombe
le suivant d,, 1 tombe également. C’est la propagation.

On peut conclure que tous les dominos de la file tombent les uns apres les autres.

Transposons cet effet domino a une propriété mathématique.

Soit la suite (u#,) définie par: uy=0,3 et Vn €N, uyq = %un —I—%

Soit la propriété (P): Vn €N, 0 <u, <1

e Le premier domino tombe :
1y = 0,3 donc 0 < uy < 1. La propriété est amorcée.

e 5il'un des dominos tombe le suivant tombe également :
. X3 i 1 +3 1 1 1
510<un<1:gO<Eun<§:§ 5 Cptats <1

1
Onaainsi 0 < 2 < yy1 < 1. La propriété se propage.

Comme le premier domino est tombé et que les autres tombent par propagation,
tous les dominos tombent et donc la propriété est bien vérifiée pour tout entier
naturel.

1.2 Conjecture et raisonnement par récurrence
Soit la suite (u#,) définie par: up =0 et Vn € N, uy4q =2up+1

On souhaiterait obtenir une formule permettant de calculer explicitement u, en
fonction de 1. A premiére vue, cette formule ne saute pas aux yeux.

Dans une telle situation, le calcul des premiers termes est souvent intéressant
pour dégager une conjecture.

Notons (Py) la propriété, définie par: u, =2" — 1.
Supposons (Py) vraie donc: u,; — 2" —1
Onaalors: #yia = 2uy F1=2(2"—1) 41 =" 1 done (Pyiq) vraie.

Autrement dit, si la propriété est vraie a un certain rang n alors elle 'est égale-
ment au rang suivant (7 + 1). On dit que la propriété (Py) est héréditaire.

(Po), (P1), (P2), (P3), (P4), (Ps) sont vraies. On dit que la propriété (Py) est initiali-
sée.

Comme (Py) est héréditaire, elle sera vraie encore au rang n = 6, puis au rang
1 = 7 etc. 5i bien que notre propriété est finalement vraie a tout rang n.



1.3 Axiome de récurrence

“Deéfivition | : Soit une propriété (Py,) définie sur IN.

e 5ila propriété est initialisée a partir du rang 0 ou ng

e et sila propriété est héréditaire a partir du rang 0 ou ng (c’est a dire que pour
toutn = 0oun = ny alors Py = Pyy1)

Alors : la propriété est vraie pour tout n € IN a partir du rang 0 ou np

Remriue_ : Ceraisonnement s’apparente a l'effet domino : « 5i un domino tombe
alors le suivant tombera. »

Sile premier tombe alors le second tombera, puis le troisieme, puis le quatrieme. ..
Conclusion : si le premier domino tombe alors tous tomberont.

Le raisonnement par récurrence comporte deux phases :
e Prouver que la propriété est initialisée

e Prouver que la propriété est héréditaire

1.4 Inégalité de Bernoulli

Mr&me | : Soitun réel g strictement positif. On a alors

VneN, (1+a)"21+na

Démontrons cette inégalité par récurrence.

e Initialisation:n =0, (1+4a)’=1et 1+0a=1, donc (1+a)’>1+0a.
La propriété est initialisée.

e Hérédité: Soitn € IN, supposons que (1+4a)" > 1+ na montrons alors que
(14+a)" 121+ (n+1)a

HR!: (1+a)">1+4+na s

(1+a)(1+a)" = (1+a)(1+na)
= (A+a)" 1 214mta+n = (1+af*1 214 m+1Datna
2
"2 14+a)" 21+ (n+1)a
La propriété est héréditaire

e Par initialisation et hérédité: Vn € N, (1+a)" >1+na

1.5 Application aux suites

Soit la suite (u,) est définiesur N par: ug =1 et Vn € N, 41 = 2+ Uy
Démontrer que pour toutn € IN, 0 < up < uypq <2
Montrons 1’encadrement par récurrence.

Initialisation: 7 =0, ona 1y =1 et 13 = /3 done 0 < 1y < 17 < 2.
La propriété est initialisée.
Hérédité : : Soit n € IN, supposons que 0 < uy < U1 < 2, montrons que

HR 2 9y bl 22 52 dow, 10 2 it2< 1

é/‘

V2 @l 12 & \/un+1+2<2 = \/§<un+1<un+2<2

250

1. Hypothése de Récurrence

La proposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité, Yn € N, 0 < uy < Uy 1 < 2.

Remargue : Lasuite (1) est croissante et bornée dans [0; 2].

1.6 Situations amenant a une conclusion erronée
e Situation 1 : Hérédité seulement vérifiée
Soit la propriété suivante : Vi € IN, 3 divise 2"
Hérédité : on suppose que 3 divise 2", montrons que 3 divise 21,

Si 3 divise 2", alors il existe un entier naturel k tel que : 2" = 3k
En multipliant par 2: 2"'1 = 2 x 3k = 3(2k). 3 divise donc 2" 1

Ceonelusien : la proposition est héréditaire mais comme elle n’est pas initiali-
sée, 3 ne divise pas 2 = 1, la proposition est fausse.



e Situation 2 : Initialisation vérifiée jusqu’a un certain rang.
Soit la propriété suivante : ¥n € N, n%2—n+41 est un nombre premier

L'initialisation est vérifiée car pour 1 = 0 on obtient 41 qui un nombre premier.

Mais 1'hérédité n’est pas assurée bien Uy ||FH] Un ||F| U [[FES] Up

41 || 11 | 151 || 22 | 503 || 33 | 1097

ue La propriété soit vraie jusqu’a
1 prop jusq 41 12 | 173 || 23 | 547 || 34 | 1163

n = 40. On peut le vérifier avec 43 131197 1 24 [ 593 1135 (1331

une table de nombres premiers et la 47 (14 223 [ 25 | 641 | 36 | 1301

liste des premiers termes de la suite 53 [[15[ 251 || 26 | 691 [[ 37 [ 1373

(un) définie par up — n® —n 441, 61 || 16 [ 281 || 27 | 743 || 38 | 1447

71 || 17 | 313 || 28 | 797 || 39 | 1523

83 | 18 | 347 || 29 | 853 | 40 | 1601

97 || 19 | 383 || 30 | 911

113 || 20 | 421 || 31 | 971

Smmwc\m»pmNH|<:=

131 || 21 | 461 || 32 | 1033

Pour n = 41,ona: 412 —41 441 = 412 qui n’est pas un nombre premier. La
propriété est donc fausse.

2 Limite d’une suite

2.1 Limite finie

Deéfivitien 2 : On dit que la suite (1#,) a pour limite ¢ si, et seulement si,

tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes de la suite a partir d'un
certain rang,.

On note alors : Illl’_{l uy = £ etl’on dit que la suite (u,) converge vers ¢
H—++oo

Remm-iue_ : Cette définition traduit I’accumulation des termes 1y autour de £ et
uniquement autour de £. Lorsque £ existe, la limite est unique.

] L L
1 L

Thomz:

contient tous les termes u, a partir du rang N

Suites de référence : Les suites définies pour tout entier naturel n # 0 par :

(%) £ (%) L (?}2‘) r oy (E]-E) aves b = IN*’ Ol’ltpour limite 0

Mgorithme : : Déterminer a partir de quel entier 7, le terme u, est dans un

intervalle centré en ¢ et de rayon 1077.

G5 {MU—U,l

Up i1 = 2un(1— uy)

On admet que cette suite est croissante et
converge vers 0, 5. A partir de quel entier n le
terme (u,) est-il dans l'intervalle ouvert centré
en 0,5 et de rayon 1077,

La fonction en Pythona: lim(p) suivante per-

met de trouver n avec une boucle condition-

nelle. On obtient alors pour p =3: n =5

2.2 Limite infinie

from math imports
def lim(p):
u=0.1
n=0
while abs(u—0.5)>=10%*(—p):
u=2xux(l—u)
n+=1
return n

la suite a partir d"un certain rang.

Deéfivition 2 : On dit que la suite (u,) a pour limite +co (resp. —c0) si, et
seulement si, tout intervalle ] A ; +oo[ (resp. | — co; B[) contient tous les termes de

Onnotealors: lim uy, = +4oco resp. lim uy = —o0
H— oo H—r+too

On dit que la suite diverge vers 4o (resp. —o0)

Remargue : Pour une limite +oo, cette définition traduit l'idée que les termes de
la suite arrivent a dépasser A, aussi grand soit-il.

Une suite peut n’avoir aucune limite : u, = (—2)". La suite diverge sans limite.

Suites de référence : Les suites définies pour tout entier naturel par :

(Vn), (n), (n?), ..., (n*)avec k € N*, ont pour limite +oco

Mgor‘it}\me_ : Déterminer a partir de quel entier 1, 1, est supérieur a 10°.

Upg = -2
(Un) : 4
Upt1 = gun +1

On admet que (ux) est croissante et diverge
vers +o0. A partir de quel entier n, le terme u,
est-il supérieur a 107

La fonction en Pythona lim(p) suivante per-
met de trouver n avec une boucle condition-
nelle. On obtient alors pour p =3: n =25

def lim(p):
u=—72
n=0
while u<=10%x*p:
u=4/3xu+l
n+=1
return n




2.3 Limites par comparaison et par encadrement

Théoreme 2 : Soit trois suites (uy), (v), (wy). Sia partirdek € N,ona:
Théoréme d’encadrement ou « des gendarmes »
Up < Uy < Wy
lim vg= lim wnzﬂ} = =
n—+o00 n—r—+00
Théorémes de comparaison
Uy 2 Uy ] Uy < Wy )
nl_i)rfwvn:‘{—oo} i nl—l}r-il}oo o=k nglfoownz_oo} = nI_]}I_‘.}}wun:_w

Exemples :

sinn
e Démontrer que la suite (1, ) définie par: uy = | est convergente.

B 1 sin# 1
TR N T T
Iim — 1 = lim 2 =
n—=+ee n-+1 n—+oo 1+ 1

Vn € N,

or

Donc, d’apres le théoréme des gendarmes on a : liI_lr_l i =10
n——+too

e Montrer que la suite (v,) définie par : v, = n + sinn diverge vers +o0

VhneIN n+sinnzn—1

or Iim n—1= 400
n——+co

Dongc, d’apres les théorémes de comparaison,ona: lim vy = +o0
H—+oco

2.4 Opérations sur les limites

Les théoremes suivants sont admis. Il est assez intuitif de penser que la limite de
la somme, du produit ou du quotient est la somme, le produit ou le quotient des
limites. Seuls 4 cas représentent des formes indéterminées et donc ne peuvent se
résoudre par opération. Il faudra alors soit essayer de changer la forme de uy, soit
utiliser les théorémes de comparaison ou des gendarmes, soit le théoréme sur les
suites monotones (voir plus loin) pour pouvoir conclure.

2.4.1 Limite d’'une somme

Si (1) a pour limite

¢ ¢ ¢ 400 | —00 | 40

Si () a pour limite

¢ +oo | —00 | o0 | —o0 | —o0

alors (#n + vn) a pour limite

£4+¢ | 400 | —co| 400 | —c0 | EL*

*FI. = forme indéterminée

2

e Vn c IN¥, un:3n+l+ﬁ
I

e Vn c IN*, vn—(—) +5—E

eVneN, wy=n*—n+2

2.4.2 Limite d'un produit

Ex&m,ble_s : Déterminer les limites des suites suivantes :

lim 3n+4+1=+c

n—-teo Par somme

. 2 lim u#, = 4o
lim = =0 Hesifeo T 5
n——4oo M

1 lim v,=5
Im 5——=5 | A=t
H——+00 n
lim n? = }oo EL
H—+oco
I L0 ” Trouver une
im —n = —
n—+co autre méthode

Si (uy) a pour limite

Si (v,) a pour limite

£ 00 00 | oo

alors (#n X vy) a pour limite | £ x £/ | oco* | EL | co*

*Appliquer la reégle des signes

Exem‘ble_s : Déterminer les limites des suites suivantes :

W Y e NE, il =i — 2
1 2
n n

e VneN, vy,=(2—n)x3"

lim n? = 40

i Par produit
1 .2 i -
B o B S

HEJBWE"" S Par produit
i = — lim vy = —o0
TIEI—EOOZ =" n——+0o .



; 1 FI
243 1 =0 -
Rkl s L

e VYncN, wn:nl

41 Trouver une

: 2 _
HE,TOO” +3 =+ autre forme

2.4.3 Limite d"un quotient

Si (uy) a pour limite £ L0 0 | £ |00 | oo

Si(vy)apourlimite | ¢ #0| 0 M| 0 |oo| ¢ |

alors (z") a pour limite g oot | EL | 0 | co*| EL
n

*Appliquer la régle des signes
(1) 0 signe constant : on écrira 0" pour une nombre positif et 0~ pour un nombre négatif.

Exe.m,bles : Déterminer les limites des suites suivantes :

5 : ot ;
e VnclN, u, = B nETOQS =3 Par quotient
ngrEOQan +1=+4oo Jim un=0
e VneclN, v, = Sl ,,Effml — = —00| Par quotient
’ 0,57 .
! i — ot 1 =
ngl}‘_lm(], B0 H—]>I-|r-loo “n ©
n+— li .o i
o Vn e N*, w, = "3 sn n i T + 5 +09 | Par quotient
’ n+1 1 lim w, —
¥ lde T ) ek Wl = i
n— oo n

2.5 Limite d'une suite géométrique

Théoreme 2 : Soit g un réel. On a les limites suivantes :

eSi g>1 alors lim g" =+4e0
H—+o0

eSi g=1 alors lim g"=1
H—+00

¢S —1<g<1 alors lim g"=0

H——+00
eSi g< —1 alors lim g" n’existe pas
LS n—+too 1 P

Démonstration : Pourg > 1
D’apres 1'inégalité de Bernoulli, on a, pour a > 0

VneN, (1+a)">21+ma

g > 1 doncil existe 2 > 0 tel que g = 1+ a. L'inégalité devient: 4" > 1+ na.

Commea >0 ona: lim 14+na=-4o0
1n—tco

D’apres le théoremes de comparaison on a : lh}r‘l q" = +o0
n—r—+oo

Remargue : Pour —1 < g < letq # 0, on peut poser Q = ﬁ, donc Q > 1.
On revient alors a la premiére limite et 1’on conclut avec le quotient sur les limites.
Exemple. : Soit une suite (1) définie par : {uo it

Uyyp1 = 2Un +5

On pose la suite (v,) telle que v, = 1y +5
1) Montrer que la suite (v,) est géométrique
2) Exprimer v, puis u, en fonction de n

3) En déduire la limite de (u,)

e e e s e G e i e e s e

1) Upp1 = tipy1+5 = 2us +5) +5 =2(up +5) = 20,
Vn € N, U;_;rl = 2, donc (vy) est une suite géométrique de raison g = 2 et
de premier terme vy = ug+5=7

2) Onendéduitalors: v, =v9qg" =7 x2" donc up=v,—5=7x%x2"-5

3) Iim 2" =+4c0 car 2>1

n—r—+co

Par somme et produit,onadonc: lim u, = +oo

H—tm



2.6 Convergence d'une suite monotone

2.6.1 Suites majorées, minorées et bornées

“Deéfivition 4 : Soit une suite (1)

o (1) est majorée si, et seulement s, il existe M € Rtelque: Vi € N, u,; <
e (uy) est minorée si, et seulement si, il existe m € Rtel que: Vin € N, u, >

e (14y) est bornée si et seulement si (14,) est majorée et minorée.

M.
m

Remargue : Le majorant ou le minorant n’est pas unique. En effet si 2 majore la
suite (1, ) alors tout réel supérieur a 2 majore aussi (1y).

Exemple : Montrer que la suite (uy) définie sur IN* par :

WL U L R —— |
=31 Tagat o tg,; estboméeparlintervalle |5;
# termes
1 1 1 1 1 f 1
st € S — b =nX = S Un €]
n+1+n+2+ +2n\n+ﬂ+ +n ”Xn Uy &
n termes
e T TR L +1‘—n><1:>u>1
n+1 n+2 2n” 2n  2n m n nZ 5
! 1
Onadonc: Vrn € N, Eéun\{l. La suite (#) est bornée dans [5;1]_

Exemple : :Soit la suite (u,) définiepar: ug=1 et Uy =uy+2n+3.
Vn €N, up41— Uy =2n+3 > 0. La suite (u,) est croissante.

Montrons par récurrence que Vn € N, u, = n2.

Initialisation : 7 = 0, on a uy = 1 > 0. La proposition est initialisée.

Hérédité : Soit n € IN, supposons que u, = 1%, montrons que Uy = (n+ 1)2.

HR: g 212 T8 i on 432 242143 = uppr > (RP420+1) 42 =

Unt1 = (n+1)2 +2 > (n+1)2 Laproposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité : Vn € N, u, > n2.
La suite (u) n’est alors pas majorée.
La suite (1) est croissante et non majorée, d’apres le théoréme des suites mono-
tones, la suite (1, ) diverge donc vers +co.

A\ La réciproque de ce théoréme est fausse, si une suite diverge vers +oc, elle
n’est pas nécessairement croissante. Pour s’en convaincre, voici deux suites qui
divergent vers +co et qui ne sont pas monotones :
o n
Uy =n+(—1) et {

vy =1 sinestpair

vy =21 sinestimpair

Théoréme S : Convergence

e Siune suite (1) est croissante et majorée alors la suite (u,) converge.

e Si une suite (1) est décroissante et minorée alors la suite (1,) converge.

2.6.2 Théorémes de divergence et de convergence

Théeoreme 4 : Divergence Soit (u,) une suite.

e 5i (1,) est croissante et non majorée alors (1) diverge vers +co.

e Si (1) est décroissante et non minorée alors (i) diverge vers —oo.

“Deémeonstration : Soit une suite (1) croissante et non majorée.
(uy) n’est pas majorée, donc pour tout intervalle | A; 400,

AN €N telque: uy €]A;+oof
Comme (uy) est croissante, ona: Vin > N alors uy > uy
Donc: Vn > N alors uy €]A; +oo]

donc a partir d’un certain rang tous les termes de la suite sont dans l'intervalle
]A; 4+oo. La suite (1) diverge vers 4oc.

Ug = 1
Upnp1 = V2 +Up

On a montré par récurrence au paragraphe 1.5que Yn € N, 0 < u, <, <2.

Exemple : Soit la suite (uy) définie par : {

La suite (u,) est croissante et majorée par 2, donc d’apres le théoréme des suites
monotones, la suite ( un} est convergente vers 0 < (=2,

/\ Lorsqu’on passe a la limite, I'inégalité stricte u,; < 2 devient large £ < 2.

Moorithme : On admet que la suite uy, converge vers 2, déterminer a 'aide d’un
algorithme, l'entier N a partir duquel u, > 1,999.

On reprend la fonction Lim(p) en
from math importx

pythona du paragraphe 2.1 en 'adap- def lim(p):

tant a l'exercice. il

o =3 n=0
U > LB = |ua =210 while abs(u—2)>=10xx(—p):
On trouve alors : lim(3) — 6. u=sqrt (u+2)

A partirden > 6, u, > 1,999 n+=1
return n




