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1 Rappels de géométrie euclidienne

1.1 Perspective cavaliére

Deéfivition | : La perspective cavaliére est une maniére de représenter en deux

dimensions des objets en volume. Cette représentation ne présente pas de point
de fuite : la taille des objets ne diminue pas lorsqu’ils s’éloignent.

Dans cette perspective, deux des axes sont or- H G
thogonaux (vue de face en vraie grandeur) et B o F_,
le troisieme axe est incliné d’un angle & com- ; \\ 52
o o ° ey 5 r
pris entre 30° et 60" par rapport a I'horizon- | B
tale, appelé "angle de fuite". Les mesures sur i \\
cet axe sont multipliées par un facteur de ré- ’U_VQ |- c fuyante
duction k compris entre 0,5 a 0,7. 2% 7 (xk)
A\ Cette perspective ne donne qu'une indica- A B

tion sur la profondeur de 'objet. représentation du cube ABCDEFGH

A\ La perspective cavaliére ne conserve pas :

e la mesure : deux segments de méme longueur peuvent étre représentés par
deux segments de longueurs différentes (AB # AD);

e les angles en particulier deux droites perpendiculaires peuvent étre représen-
tées par deux droites non perpendiculaires ((AB) / (AD))

¢ Ainsi un carré peut étre représenté par un parallélogramme (AEID)!
A\ Deux droites peuvent se couper sur la perspective sans étre sécantes!
Les droites (HC) et (AG) ne sont pas sécantes.
/\ Par contre, cette perspective conserve :
e le parallélisme : 2 droites paralleles sont représentées par 2 droites paralléles;

¢ le milieu ou tout autre division d’'un segment.

1.2 Le plan

Deéfivition 2 : Trois points non alignés définissent un plan (P).
Si (P) est défini par A, B, C alors (P) est noté (ABC).

Deux droites sécantes ou strictement paralleles définissent également un plan (P).




Exemple : Dans le cube ABCDEFGH le plan (P) est défini par: g y ¢
o les points A, E, C : (P) = (AEC) . F
e les droites (EC) et (AG). : . c
o les droites (AE) et (CG) e

A B

1.3 Parallélisme de deux plans

Théeoreme | : Un plan (P) coupe deux plans paralleles (P;) et (P2) en deux
droite paralleles.
(P)
(P1) // (Pa)
(P)N(Py) =dyp = di//da
(P) N (P2) =d,

(P2)

d S
dy V

1.4 Section d'un cube ou d’un tétraédre par un plan

Principe pour déterminer la section du cube ou d"un tétraédre par un plan (P)
e L'intersection, lorsqu’elle existe, d"une face par le plan (P) est un segment.

e Deux points M et N du plan (P) peuvent étre reliés uniquement si M et N
appartiennent au plan d'une méme face. Le segment [MIN] donne 'intersection

de (P) avec de cette face.
e La section du cube par le plan (P) est un polygone.

14.1 Section d'un cube par un plan

Déterminer la section du cube ABCDEFGH par le plan (IJK) tel que :
- 2= — 2—  — 1-—
El = é—EH . A = §AB et FK = Zi—FG

e On trace le cube et on place les point I, | et K. H G

e On trace [IK] qui est 'intersection du plan (IJK) E
avec la face du haut EFGH.

e On ne peut pas relier | a I ou K car ces segments
ne sont pas sur une face du cube.

e On cherche l'intersection de (IJK) avec la face
avant ABFE. Pour cela, on détermine l'intersection i / iy

de la droite (IK) avec la droite (EF) qui contient g
I'aréte [EF] appartenant aux faces EFGH et ABFE. A ] B

On note L leur point d’intersection. L € (IK) donc L € (IJK).

e Comme L € (EF), donc L appartient au plan (EFB) contenant la face ABFE. On
trace alors la droite (JL) dans le plan (EFB) qui coupe [FB] en M.
M € (JL) donc M € (IJK).

e Ainsi [JM] et [KM] constituent les intersections du plan (IJK) avec les faces
avant ABFE et de droite BCGF. On trace ces segments.

On réitere cette opération pour la face gauche ADHE et la face du dessous ABCD :

e On détermine l'intersection de la droite (M]) avec la droite (AE) qui contient
I'aréte [AE] appartenant aux faces ADHE et ABFE. On note N leur point d'in-

tersection. N € (M]) donc N & (IJK).
e Comme N € (AE), alors N appartient au plan H G

(EAD) contenant la face ADHE. On trace alors la K

droite (NI) dans le plan (EAD) qui coupe [AD] E [

en O. Comme O € (NI), O € (JK). I

e [OI] et [O]] constituent les intersections du plan :
(ITK) avec les faces de gauche ADHE et de dessous |

ABCD. On trace ces segments en pointillé car ces ] D M C
segments sont sur des faces cachées. o | > s _/ T

e La section du cube ABCDEFGH par le plan (IJK) R g 3
est le pentagone IKMJO. ¥ A

Remargue : Les faces EFGH et ABCD sont paral-
léles. Le plan (IJK) coupe ces faces en des segments e
paralleles. De méme pour les faces BCGF et ADHE. N7

On adonc: (IK) / (O]) et (KM) / (10).




1.4.2 Section d'un tétraédre par un plan

Déterminer la section du tétraédre ABCD par le plan (EFG) tel que :
= = === ==
E centre de gravité du triangle ABD , BF = EBC et CG = gC/\

e On trace un tétra¢dre et 'on place le point E
comme intersection des médianes du triangle
ABD et les points F et G.

e On trace [GF] qui est I'intersection du plan (EFG)
avec la face ABC.

e On ne peut pas relier E a F ou G car ces segments
ne sont pas sur une face du tétraedre.

e On cherche l'intersection de (EFG) avec la face
ABD. Pour cela, on détermine l'intersection de
la droite (GF) avec la droite (AB) qui contient
I'aréte [AB] appartenant aux faces ABC et ABD.
On note H leur point d’intersection.

H € (GF) donc H € (EFG). H

e Comme H € (AB), donc H appartient au plan (ABD) contenant la face ABD.
On trace alors la droite (HE) qui coupe [BD] enI et [AD] en ]J. Comme I € (HE)
et] € (HE) alors I € (EFG) et ] € (EFG).

e Ainsi [I]], [FI] et [JG] constituent les intersections du plan (EFG) avec les faces
ABD, BCD et ADC. On trace le segment [IJ] et les segment [FI] et [JG] en poin-

tillé car sur des faces cachées.

e La section du tétracdre ABCD par le plan (EFG) est le quadrilatére GFIJ.

2 Géométrie vectorielle

2.1 Définition d'un vecteur dans 1"espace

On étend la notion de vecteur dans le plan a I’espace. D

—
Un vecteur i ou son représentant AB est défini par :

=l

e une direction : la droite (AB); C

e un sens : de A vers B;

e une norme, notée ||i|| : distance AB

Theoreme 2 : Egalité de deux vecteurs.

— =
AB =CD < ABDC parallélogramme

On définit les deux opérations suivantes :

; - : T A= S e |
e ['addition par la relation de Chasles : AB + BC = AC
La somme de vecteurs de méme origine se construit par un parallélogramme.
L’addition de dﬂlx vecteurs est commutative et associative.

Le vecteur nul 0 est un vecteur de norme nulle.

r ! —3 » —
L'opposé d'un vecteur if ou AB est le vecteur noté —if ou —AB =BA .

—

e Le produit par un scalaire : soit un réel A et le vecteur 7 = Ail
¥ a la méme direction que le vecteur i
¥ a le méme sens que i si A > 0 et un sens contraire si A < 0
171 = [A] > [z]]

e Bilinéarité: a(ii+7) =ail +b0 et (a+b)il = aii + bii avec a,b € R.

Exer:fe : Soit un tétraédre ABCD. On considere les points I, ], K, L définis par :
1
3
Faire une figure puis montrer que IJKL est un parallélogramme

2— — 1—

— 22— = — —
AI:§AB, B] = =BC, CKZECD, DL:EDA



D’apreés les relations vectorielles :

=% = = e T T3 0 —
I =1IB +B] :§AB +§BC :§(AB +BC)=-AC
On a de méme:
% =% o B e b otk
LK =LD + DK :gAD +§DC :é(AD +DC)

11—

= _AC
3
- —

Donc: IJ] =LK etdoncIJKL est un parallélogramme.

Deluition 2 : Combinaison linéaire de deux vecteurs. bo

On appelle combinaison linéaire de deux vecteurs il et 7,
le vecteur @ tel que :

W=ail+bd avec a,beR

Les vecteurs i, @ et @ sont alors coplanaires

2.2 Colinéarité

Delivition 4 : Deux vecteurs i et 7 sont colinéaires si, et seulement si, il existe

un réel k tel que @ = kii ou si I'un d’eux est nul.

/A Onne dit pas que des vecteurs sont paralléles mais colinéaires.

—
Re.MM-%ye_ : Le vecteur nul 0 est colinéaire a tout vecteur.

Theoreme 3 : De la colinéarité, on déduit que :
— —
e les points A, Bet Csontalignés < JkeR, AC =kA

-
e les droites (AB) et (CD) sont paralleles < dkeR, CD =kAB

Remargue : La colinéarité est donc I'outil permettant de montrer I'alignement et
le parallélisme.

2.3 Droite

Definvition S : Une droite est définie par un point et un vecteur directeur.

La droite passant par A et de vecteur directeur if est 'ensemble des points M tels
que AM et ii soient colinéaires.

— —
La droite (AB) est 'ensemble des points M tels que : AM =kAB, ke R

24 Coplanarité

Deéfivition b : Trois vecteurs i, ¥ et @ sont coplanaires si et seulement si, on

peut exprimer le vecteur @ comme combinaison linéaires de if et ¥

—

il, ¥,® coplanaires <« 3(a,b) €eR? @D =ail +bT

Rema.re?_ue_ : Ainsi les points A, B, C et D sont coplanaires si, et seulement si :

— — —
I(a,b) € R, AD =aAB +bAC

2.5 Plan

Théoreme 4 : Plan et base
Un plan est défini par un point et un couple de vecteurs non colinéaires.

Le plan (P) passant par A et de vecteurs directeurs (ii, 7) est 'ensemble des points

M tels que AM soit une combinaison linéaire de if et @.

On dit que le couple (i, 7) forme une base du plan (P).

Le plan (ABC) est I'ensemble des points M tels que :
— —3 — ”
AM =xAB +yAC (x;y)eR

(x ; y) sont les coordonnées du point M dans le re-

3
pere (A, AB , AC ) du plan (ABC)




3 Relations entre droites et plans

3.1 Relations entre deux droites

Propriete | : Deux droites, dans I'espace, peuvent étre :
e sécantes, si ces deux droites se coupent en un
point, par exemple (AF) et (BE);

e paralléles, si ces deux droites sont coplanaires et
n’ont aucun point commun ou si ces deux droites
sont confondues, par exemple (AB) et (HG);

e non coplanaires par exemple (AB) et (DG). A

3.2 Relations entre une droite et un plan

Propriete 2 :
e paralleles : si la droite et le plan n’ont aucun point
commun ou si la droite est contenue dans le plan, E

Une droite et un plan peuvent étre :

par exemple (EF) et (P);

e sécantes : sila droite et le plan ont un seul point com-
mun, par exemple (HI) et (P).

3.3 Relation entre deux plans

Propriete 3 : Deux plans peuvent étre :

e paralleles : si les deux plans n'ont aucun point
commun ou si les deux plans sont confondus, par

exemple (P1) et (P2)

e sécants: siles deux plans ont une droite en commun,

par exemple (P1) et (P3) d'intersection (BC). 4

3.4 Parallélisme

Théoreme € : Parallélisme de droites et de plans

e Une droite est parallele a un plan si et seulement si elle est paralleéle a une
droite de ce plan.

e Deux plans sont paralleles si et seulement si deux droites sécantes de 1'un sont
paralléles a deux droites sécantes de 1'autre.

4 Repérage dans 'espace

4.1 Base et repere

Deéfivition T :

I'espace. On note alors cette base (if, 7, @).

Trois vecteurs ii, U et @ non coplanaires forment une base de

Un point A et une base (i, 7, @) forme un repére de l'espace, noté (A, i, 7, @)

RtMA.\"ctu«: : Un repeére dans I'espace est parfois appelé triedre car formé par trois
faces d’un cube ou d'un tétraédre.

D
E
H
1
F ]| G
|
1'
I
1 C
A e D
B C B
—y —3 —3 — — —
Repere (A, AB ,AD ,AE ) Repere (A, AB ,AC ,AD )




4.2 Coordonnées d'un point

Théoreme & : Soitlabase (7, 7, E} etun repere (O, 7, 7, E) de I'espace.
e Tout point M de I'espace est alors défini, de facon unique, par :

—— . . I 3
OM =x7+yj+zk (x;y;z)eR

e Les trois réels (x; y; z) sont appelés coordonnées du point M dans (O, 7, 7, k).
Ces coordonnées sont appelés abscisse, ordonnée et cote.

e Labase (7, 7, k) etle repere (O, 7, 7, k) sont orthonormés si, et seulement si,

7l = |71l = ||kl =1 et 7 7, kK mutuellement orthogonaux

En généralisant les relations du plan :

—3
o AB = (XB — XA ; YB— VYA ; ZB — ZA) L]
e 5il est le milieu de [AB] : \\

i XB+ XA  YB+TYA  ZB+2a "\IM

2 r 2 ! 2 I

— IHEAN
eu =(a;b;c) o Y7

alors dans un repere orthonormé : A

W T T T Tl

—
||lu || = Va2 + b2+ 2

Exwffe : Soitles points A(2;0;1),B(1;-2;1),C(5;5; 0),D(—3;-5; 6).

Montrer que A, B et C ne sont pas alignés et que A, B, C et D sont coplanaires

oy =
e A, B, Cnon alignés, si, et seulement si AB et AC non colinéaires.
— —
AB =(-1;-2;0) et AC =(3;5;-1)
— 3
Les coordonnées de AB et AC ne sont pas proportionnelles, par exemple en
observant la 3¢ coordonnée des deux vecteurs : —1 n'est pas un multiple de 0.

H _> . - - -
AB et AC ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

e A, B, C, D coplanaires si, et seulement si, AD' ﬂbinam_o)n linﬂe de AB
et AC . Il faut donc déterminer a et b telles que : AD = aADB + bAC.

—
OnaAD = (—5;—-5; 5). Enidentifiant, on obtient le systéme suivant :

o 3 B —a+3b= -5 b= —5
al-2]+b| 5]=|-5| © { -2a+5b=-5 & { —a—15=-5
0 ==l 5 —b=5 —24—25— -5

Dot a = —10 et b = —5. Les points A, B, C et D sont coplanaires.

Remargue : Pour déterminer a et b, il faut résoudre un systéme a trois équa-
tions & deux inconnues. Une équation peut alors étre incompatible avec les
deux autres. Dans ce cas les coefficients a et b n’existent pas.

Exe.MfJe_ : Soit les points A(6; 8; 2); B(4;9; 1); C(5; 7; 3) dans un repére ortho-
normé. Montrer que le triangle ABC est rectang]le.

Par la réciproque du théoreme de Pythagore. On calcule les longueurs suivantes

7
AB =(-2;1;-1) = AB*=4+1+1=6
—
AC =(-1;-1;1) = AC’=1+1+1=3

—
BC =(1;-2;2) = BC?=1+4+44=9

Donc AB? + AC? = 6 +3 = 9 = BC?, d’apres la réciproque du théoreme de
Pythagore, le triangle ABC est rectangle en A.

5 Représentation paramétrique

5.1 Représentation paramétrique d’une droite

Theoréme T : Soit une droite d définie par un point A(xa ; ya ; za) et un
vecteur directeur i(a ; b; ).

La droite d admet alors un systeme d’équations paramétriques, appelé représen-
tation paramétrique, de la forme :
X =%Xp fat
d : y=ya+bt , teR
i —EA et




Deémonstration : Soitunpoint M(x; y; z) ded, alors m et ii sont colinéaires :
m} =til avec € R

X—xp=uat X =2xptat

On obtient le systeme suivant: { y —ya = bt < y=yat+bt
z—zp=ct z=2zp+ct

Remargue :

¢ Pour une demi-droite, t €] — o0 ; a] out € [a ; +o0 et un segment t € [a; B

e Lareprésentation paramétrique d une droite n’est pas unique. On peut prendre

un autre point sur la droite et un autre vecteur directeur colinéaire au premier.

5.2 Applications

Donner une représentation paramétrique de la droite d définie par :

A(2:1;-1) e #@(0;1;-1)

x= 2
La droite d a pour représentation paramétrique: {y= 1+t , teR
o= = —1{

A et B ont pour coordonnées respectives: A(—2; 1; 0) et B(2; 3;1)
Donner une représentation paramétrique de chacun des ensembles suivants :

e La droite (AB) o Le segment [AB] e La demi-droite [BA)

Un vecteur directeur de la droite (AB) est : AB — (2:2: 1)

e La droite (AB) a pour représentation paramétrique :

x=-—-2+4¢
(AB) Y= Lob- 2 , teR
P i

e Pour déterminer l'intervalle du parametre t pour le segment [AB], le point A
est défini avec t = 0 etle point Bavec t =1. Onadonc:

x=—-2+4+4¢
[AB] y=142t , te|0;1]
Z=F

» Pour la demi droite [BA). Le parameétre t doit étre inférieur a 1 pour contenir

A.Onadonc:
x=—2+4t
[BA) y=1+2t , t€]—o0;1]
7 =i

Les systémes suivants sont-ils associés & une méme droite?
x=2t—1 x= 3—6s
y=t , teR y=-3+2 , seR
z=1—3i z= 95s—-5

Soit dy et dy les droites associées a ces systémes. On a dy = d3 si leurs vecteurs
directeurs iy et if, sont colinéaires et si d; et dy ont un point commun.

e A l'aide de ces systémes, on déduit comme vecteurs directeurs respectifs :
W =(2;1;-3) et p=(—6;-3;9)

—

D’oti: 1> = —3i;. Les vecteurs 117 et il> sont colinéaires.

e Prenons un point de dq, par exemple avec t = 0, on obtient A(—1; 0; 1).
Cherchons a déterminer s pour que A soit sur dp, d’otr :

3—65=-1 g
—3+2=0 & s= 3 vérifié dans les 3 équations
95 —5 =1

On peut déterminer s donc A est sur dy. On en déduit que dy = d,.

On donne les droites d; et d; de représentations paramétriques suivantes :

x=6—3s x=—-3+t
di : {y=-7+2 , seR et dy : {y=-3 , teR
z=-1+s z=—-5+4+2¢

Démontrer que ces droites sont sécantes et déterminer leur point d’intersection.




Les droites dy et d sont sécantes si elles possedent un unique point commun.
On résout alors le systéeme suivant :

6—3s=-34+t (1)
T ——8 (2) =
—14+4s=-5+2t (3)

de (2) s=2 5=2
de (1) t=9-35 & t=3

de (3) 2t =4+s (3) vérifiée

Les droites d; et d sont sécantes en1(0; —3; 1)

5.3 Représentation paramétrique d’un plan

xi=1 =3k
La droite A a pour représentation paramétrique: { y = —-2+2f t€R
z=-1-t¢
1) a) Déterminer le point [ de A de parametre 0.
b) Déterminer un vecteur ii directeur de A.

c) Justifier qu'il existe un point de A d’abscisse 5.

2) La droite A passe-t-elle par le point A (—10 2 ? p —%)

Theoreme 8 : Soit un plan (P) défini par un point A(x4 ; ya ; za) et deux
vecteurs non colinéaires ii(a; b; c) et T(a; B; 7).
Le plan (P) admet alors un systéme d’équations paramétriques, appelé représen-
tation paramétrique, de la forme :
X—aatat+as
(P): Sy=ya+bt+Bs , (ts)€R?
Z=zZa+ct+qs

On considére deux points A(1; 1; 0) et B(1, 2, 1) de l'espace.

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

Deémonstration : Soit un point M(x ; y; z) du plan (P) alors :
o
AM = tii +s7 avec (t,s) € R?, d’ot le systeme.

A La représentation paramétrique d’un plan n’est pas unique.

Exemple : Soit les points A(—1; 2; 5); B(1; 0;-2) et C(0; 2;-3).
Montrer que les points A, B, C définissent un plan dont on donnera une repré-
sentation paramétrique.

oy —
AB =(2;-2;-7) et AC =(1;0;-8).
= = £

Iﬁco@gmées de AB et AC ne sont pas proportionnelles, donc les vecteurs
AB et AC ne sont pas colinéaires. Les points A, B et C définissent le plan (ABC).
Une représentation paramétrique du plan (ABC) est :

= —1+2t+5

y= 2~2

Z= B—7t—85

, (t,5) e R?

On donne les droites d et d’ de représentations paramétriques suivantes :

x=3—1# x =1
y=-44+2t tck et y=3+3s seR
z=—4+43t z=—25

1) Déterminer pour les droites d et d’ un point et un vecteur directeur.

2) Montrer que les droites d et d’ sont sécantes puis déterminer leur point d'inter-
section.

On donne les droites d et d’ de représentations parametriques suivantes :

x=6—3s x=-3+t
=742 selR et = —73% teR
z=—1++s z =542t

Démontrer que d et d’ sont sécantes et puis déterminer les coordonnées de leur
p
point d’intersection.

On note d; la droite passant par les points A(1; —2; —1) et B(3; —5; —2).

ri= L2
1) Montrer qu'une représentation paramétriquededyest: {y=-2-3t , fe€ R
gi=r—=1 =t
A=D—5
2) dj est la droite de représentation paramétrique: <y =-1+2s , s € R
zZ=—5

Démontrer que d; et d3 ne sont pas coplanaires.




