Terminale spé maths Révision - Suites - Corrigé Mai 2026

Ex 1 : Amérique du Nord — 22 mai 2024 — Sujet 2
glx)=2x—x%.

l. Le trinébme g(x) est dérivable sur R, donc sur [0 ; 1] et sur cet intervalle :
gx)=2-2x=2(1-2x).
Oronsaitque0< x< 1= —x< 0< 1-xouenlisant de droite a gauche

l1-x20=2(1-x) 20 = g'(x) = 0: la dérivée étant positive sur [0 ; 1] et
ne s'annulant qu'en x = 1, la fonction g est strictement croissante de g(0) =0 a
gl)=2-1=1.

1
On considere la suite (u,,) définie par T2 pour tout entier naturel .
| Une1 = g'[un]
2 2 ! 1]2 1 1_3 0,75
S =LK === =l—-——=—=1, H
h=exy (2 17
3 (3> 3 9 24 9 15
s =2x——|2| = —— =" — — = — =(,9375.
M=oy [4] 216 16 16 16

3. Démonstration par récurrence :
+ Initialisation:
Onal< % < j— < 1, s0it 0 < up < wq < 1: 'encadrement est vrai au rang zéro.
* Hérédité : Supposons que pour ne M, onait 0 < u, < tye < 1.
Alors par stricte croissance sur [0; 1] de la fonction g, ona:
g(0) < gluy,) < gluys) < g(1), soit d’aprés les résultats précédents :
0 <ty < Uper <1 l'encadrement est encore vrai au rang n + 1.

Conclusion : la relation est vraie au rang n = 0 et si elle est vraie au rang n < [ elle
I'est encore au rang # + 1 : par le principe de récurrence, on a donc

Pour tout entier naturel n, :0< up < p+1 < 1.

4. Lerésultat précédent montre que la suite (u,,) est croissante et qu'elle est majorée
par 1 : elle converge donc vers une limite £ < 1.

5. Larelation g(uy,) = tpe = 20, — uf, donne a la limite car g est continue car déri-
vable sur l'intervalle [0; 1] : £ =2/ — {? —

F—f =0 = £{1-¥) =0soit

£ = 0Oou f = 0ou
=-
1-¢ =0 1 = ¢

La solution £ = 0 n'est pas possible (la suite est croissante ); il reste nliTm u,=1

On considére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, =In{1—u,).

6. Onapour neN, vpr1=In(1—tpe1) =In[1-(2up—ud)| =In(1-2up + u3) =
In(1- )%= 2In(1 - u,) (car 1—uy, = Ovoirlarécurrence ci-dessus, doncIn (1 — uy)
existe). OrIn (1 — uy,) = v,.

Finalement : v,; = 2v, ce qui montre que la suite (v,) est une suite géométrique

1 1
de raison 2 et de premier terme vy =In{l— wg) =1In [1 - E) = lnE =—In2.

7. On sait qu'alors pour tout n e fJ, v, = vy x 2", soit v, = —In2 x 27,

8. Larelation v, =In(l- u,) donne donc :

—In2x2"=1In(l - u,) — e 22" _gnll-un) (par croissance de la fonction ex-
ponentielle), soit encore ;
e~ _1_ gy, = y,=1-p nN2x2"

—In2x2"

Oronsaitque lim —In2x2" = —eo, donc lim e = 0 et par conséquent :
A—+00 A—+00

Iim w,=1.
n—+oo
script PYTHON - n=n+1 et u=2*u-u**2

Ex 2 : Centres Etrangers — 5 juin 2024 — Sujet 1

1. a. Résolvons, dans [0; 1], I'équation demandée :

flxy=x < 2xe *=x
e 2x8 ¥ x =0
— x(2e7*-1)=0
ey =l ou Jde T —1=10
= |
<~ x=0 ou x=In(2)

Or, 0 et In(2) sont deux réels dans [0; 1] (en effet, la stricte croissance de In sur
R*" donne: l1<2<e = 0<In(2)<1).

[L'équation a donc deux solutions dans [0; 1] : 0 et In(2).



b. f est dérivable sur [0; 1], en tant que composée et produit de fonctions qui

pourraient étre définies et dérivables sur R :
Vxe[0;1], flx)=2xe "+ (2x)x(—e M) =(2-2x)e * =2(1-x)e™ .
On arrive donc a I'expression demandée.

c. On sait que la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur

2.

R.Ona: f(0)=2x0e%=0 et f(l)=2xlel=2e"L.
On peut donc établir le tableau de variations de la fonction :

X 0 1
signe de 2 +
signe de (1 - x) + ﬁ]
signe de e™* + .
signe de f'(x) + 0
2e7!
variations de [ /
0

a. Initialisation : Calculons uy. uy = f(ug) = f(0,1)=2x0,1e"%! = 0, 18.

On constate que I'inégalité est vraie pour n=0,onabien: 0K up<u; < 1.
Heérédité : Pour un entier naturel k¥ donné, on suppose que lI'inégalité 0 <
Uy < Upy1 = 1 estvraie.

Montrons que I'inégalité sera vraie au rang suivant :

Par hypothése de récurrence on a :
OSup <t <1 = fl0) < flup) < flug,) < f(1)
car f est strictement croissante sur [0; 1]
= 0 < Uy < Upap <2677
car f est la fonction de récurrence de la suite (u,)
= 0 Up < Ugs2 <1

car2e ' =0,74<1
Ainsi, la véracité de I'inégalité est héréditaire.

3.

Conclusion : Linégalité est vraie au rang 0, et sa véracité est héréditaire pour
tout entier naturel, donc, en vertu du principe de récurrence, on a:

Ynel, 0 up<up+r =1,
b. Onanotamment:
* Ynell, wu,<u,.;. Lasuite(u,)estdonc (strictement) croissante.
*» Yrneld, 0<up<1. Lasuite (u,) est donc bornée par0et 1.

La suite étant croissante et majorée, on en déduit qu’elle est donc conver-
gente, vers une limite £ vérifiant 0 < 7 < 1.

La suite {(uy) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation
tn+1 = flup), ot la fonction f est continue (car dérivable) sur [0; 1], intervalle qui
contient la limite £ de la suite.

D'apreés le théoreme « du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une
solution de I'équation f(x) = x dans 'intervalle [0; 1].

D’aprés la question 1. a., cette équation n'a que deux solutions dans [0;1] : 0 et
In(2), or la suite est (strictement) croissante, donc minorée par son premier terme :
ug = 0,1, donc la limite ne saurait étre inférieure a 0,1 : la possibilité d'avoir £ =0
est donc écartée, et finalement, l'unique valeur possible pour ¢ est donc In(2).

La suite (u,,) converge donc vers In(2).

4.

a. Lasuite (up) est croissante et converge vers In(2), donc elle est majorée par
In(2).
Onadonc: Ynel, u,<In2) = In(2)-u, =0.
Pour tout entier naturel n, la différence In(2) — uy est bien positive.

b. Un terme de la suite (u,,) sera donc toujours une valeur approchée par défaut
deIn(2). Si on veut que la valeur approchée soit 2 10~* prés, cela signifie que la
différence entre uy, la valeur approchée, et In(2) doit étre inférieure ou égale
a0,

On va donc explorer les termes consécutifs de la suite (uy) tant que
In(2)—u, > 0,0001, de sorte que la boucle s'interrompra dés que la différence
deviendra inférieure ou égale 2 1074 = 0,0001.

Le script ci-dessous convient (a condition d’avoir importé les fonctions exp
et log qui est la fonction logarithme népérien, de la librairie math, au préa-
lable).



On a dans ce corrigé ajouté les deux lignes qui rendent le programme exécu-

table

from math import exp
from math import log as ln
def seuil():
n=0
u=0.1
while 1n(2) - u > 0.0001:
n=n+1
u=2*u*exp(-u)

return(u,n)

Remarque : on peut aussi importer la constante d'Euler de la librairie maths et
utiliser une variante : from math import e en lieu et place de la premiere
ligne et u=2*u*e+*+* (-u) ouu=2*u/ (e*+u) pour l'avant derniere.

) on déduit n=11

Ex 3 : Métropole — 20 juin 2024 — Sujet 2 — Dévoilé

Partie A : étude de la suite (1,) danslecas1 <a<2

1.

a. D’apres la définition : pour tout entier naturel n

u,,+1:uﬁ—2u.n+2 — un+1—2:uﬁ—2un — Up1—2=Up(Uun—2).

. Méthode 1 : d’aprés la définition : pour tout entier naturel n

Upsl = US—2Up+2 = Ups1= (Up—1)? =142 = Ups1 = (Up—1)°+1 =
Upsr—Up=(Up =12+ 11—ty <= Ups1—Up=(Up— 1) =1 (Up—1) = Ups1 -
un:{uﬂ_ I.}{H-n_l_l) ‘1:}] — un+1—un:(uﬂ_l){uﬂ_2}
Meéthode 2 : Soit P, = tp.) — Uy = us—2up+2— u, = u>—3u, +2; en posant
up = x, on obtient
P,=x*-3x+2:cetrinomea deuxracines (car A=32—-4x2=1):

3+1 3-1
Xj=——=2etxp=——=1.

2 2

Donc P, = (x— 1)(x—2) = (up— 1) (u, —2).

2.

a. Initialisation: ug=aetl < a<2,donc up < 2 :l'inégalité est vraie aurang 0;
Heérédité : soit n € N tel que uy, < 2.

Up<2 & uUp—-2<0etonaadmis que up>1 < u,—1>0,donc d’'apres le
L b. (uy—1)(u,—2)<0cest-a-dire tys) — Uy <0 <= Uy < Uy < 2, d’ol par
transitivité : u,,; < 2:l'inégalité est vraie au rang n + 1.

Conclusion : I'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle 'est
aussi au rang n + 1, donc par le principe de récurrence :

pour tout naturel ne M, 1 < uy < 2.

b. On avu dans la question précédente que 1 < tp+1 < Uy < 2 qui montre :

« que la suite (uy) est décroissante;
« que la suite (u,) est minorée par 1.
La suite (uy) est monotone décroissante et minorée par le 1 ; elle converge donc
versunréel £ = 1.
Par continuité de la fonction polynome x — x*>—2x+2, larelation de récurrence
donne a la limite en plus U'infini :

(-1 = 0 r = 1
(=0%-2042 = (?-30/+2=0 ou — ou

(-2 = 0 ¢ = 2
{ = 2 n'est pas possible puisque (u,) étant strictement décroissante :
f<up=a<?2 douf<2 doncl=1.

Partie B : étude dans le cas particulier a = 2

1. u(2,1) renvoie 2 et u(2,2) renvoie 2

2. On peut conjecturer que la suite (u,) est constante : u, = 2 quel que soit ne N

Partie C: étude dans le cas général

1. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =In(u, - 1).

a. Quel que soit n €N, vy =In(Upe;—1) =In(wd—2up+2-1) =In|(u,—1)?| =
2In(u,—1) caron saitque up>1 < uy,—1>0.
Finalement: v+ =2In(u,—1) =2v,.

L'égalité vy+1 = 2vy, vraie pour tout n € N montre que la suite (v,) est une suite
géométrique de raison 2 de premier terme vg =Ina— 1)



b. On sait que quel que soit ne N, v, = vox 2" =2"In(a— 1).
On peut écrire v, = In(a— 1)2" = In(u, — 1) soit par croissance de la fonction . . P . v =1
p‘ o ( ) (p—1) p 3. On consideére la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par 0
logarithme népérien : Upe1 = In(1+wvy)
2n _ _ 2n _ 2"In(a-1 .
(a-1D¥ =up-1 = uy=1+(a-1* =1+e?"Mla"1, On admet que pour tout entier naturel n, v, >0,
2. Affirmation 3 : La suite (v,;) est décroissante.
e Sil<a<?2alors0<a-1<1=In(a-1) <0 (par croissance de la fonction loga- . S
. . Soit 22, la propriété: v, > vp+.
rithme népérien).
. . "n(a— . On va démontrer par récurrence que cette propriété est vraie pour tout .
Onadonc2™In(a—-1) <0 eton sait que lim e?'nla=U — o donc lim up=1. P q prop P
N—+oo N—+o0
e Sia=2,In(la-—1)=In1=0,donc2"In(a—1) =0 et uy = 1 +1 = 2. u est constante et + Initialisation
onpeutecrire nET,;, Un=2. vg=letv;=In(l+ vy =In(2) = 0,69; donc vy > vy.
e Si@a>2,a—1>1,doncln(@a—1)>0et lim e ™D _ 1o donc lim u,= +oo. La propriéteé est vraie pour = 0.
- ‘ e e * Hérédité
La suite est divergente. €r
On suppose que v, > vp+1; ¢'est 'hypothése de récurrence.
Ex 4 : Amérique du Sud - 21 novembre 2024 — Sujet 1 o Vp> Upoydonc 1+ v, > 1+ v,
. . P 25+ (-1
1. On considére la suite (1) définie pour tout i non nul par up = —— ——. Or la fonction In est croissante sur ]0; +oo[ donc In (1 + v,) > In(1 + v,+1), ce qui
Affirmation 1 : La suite (1, est divergente. veut dire que vy > Vp+2. La propriété est donc héréditaire.
* Conclusion
Pour tout nnonnul,ona: -1 < (-1)" < 4+1donc25-1< 254+ (-1)" <25+ 1 donc L . o L
N 24 25+ (=" 26 24 26 La propriété est vraie au rang 0. Elle est héréditaire pour tout n = 0. Donc, d'apres
= - - —— J— R R . . - -
24525+ (-1)" < 26 donc n < n S n donc n Stns n le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n = 0.
.24 .26 . L o . .
Ol‘nl_l}}r}wz = ”1_1,1}}00? =0 donc, d’apres le théoreme des gendarmes, on peut déduire On a démontré que, pour tout n = 0, on avait : v, > vp+1; donc la suite (v,) est dé-
que la suite (uy) est convergente et que nlil}r}}o uy=0. croissante.
Affirmation 1 fausse Affirmation 3 vraie
wy =1
2. On considére la suite (wy) définie pour tout entier naturel n par Wy = Wn R
n+ 1+ wpy 4. On considere la suite (I,) définie pour tout entier naturel n par I =f [In(x)|" dx.
On admet que pour tout entier naturel n, wy, > 0n et on considere la suite (f;) définie X i !
k Affirmation 4 : Pour tout entier naturel n, In;1=e—(n+1)1,.
pour tout entier naturel n par f, = — ot k est un nombre réel strictement positif.
Wn € n+1 € n+l
Affirmation 2 : La suite () est une suite arithmétique strictement croissante. Tns _J; [In(x)] dx= ﬁ Lx[In(x)] dx
k k k(l+w, k+kw, k On va calculer I,+; au moyen d'une intégration par parties :
Pour tout n,ona: ty+ = =——= = =—+k=1ty+k b , b b ,
Wnel 1o, Wp Wy Wy f u' (v dx=[ux)vx)], —j u(x)v' (x)dx
a a
: P i oy 1 1
Dongc la suite “}1} est allthmethue de raison k. On pose u‘r{x] = 1donc u_(x} = x, et y{x] = I]n {x] ]fH- donc y;['x} = (n + ]] % ; ® [][] {x] ‘n_
De plus, k > 0 donc la suite () est strictement croissante.
Affirmation 2 vraie




‘rl+1

@ e 1 n
In+1=I.r><[ln{x] —f xx(n+1)x—x|In(x)]" dx
1 X

e
:[e||mfe)|”“—L[In{n]”“]—{mnf [In(x)]" dx
1

—e—-(n+1) I,

Affirmation 4 vraie

Ex 5 : Amérique du Sud - 22 novembre 2024 — Sujet 2

Partie 1

On considére la fonction f définie sur I'ensemble des nombres réels R par :
fl)= [x2 —4)e .

1. Limites :

* = +00 on en déduit
x—h_

par produit de limites que 11m f[x] +oo

¢ ten—oo:de lim x*=+oodon llm ¥’—4=+ooet rllmcme

s ten+oo f(x)=x Ze™* —4e™*: on sait que
2
lim 4de *=0etque lim x’¢ "= lim — = 0 (puissances comparées), donc :
X—+00 X—+00 X—+oo e
i )=

2. f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables sur R. Sur cet intervalle :

fl)=2xe ™+ (x*—4)x (e F=e F2x— x> +4) = (- xZ+2x+4)e
3. On sait que quel que soit x € R,e™* > 0, donc le signe de f'(x) est celui du trinéme
—x%+2x+4.

Ona-x’+2x+4=—(x*-2x—4)=—|[(x-1)*-1-4|=—[(x-1)*-5|=
—x?+2x+4=—(x-1+v5)(x-1-v5): cetrinome a deux racines 1 - v5 et 1 + /5.

On sait que le trinome a le signe de a = —1, donc est négatif sauf sur l'intervalle

[1-v5; 1++/5] ot il est positif.
0On a donc le tableau de variations :
X |-o0 1-+v5 0 1+v5 +o0
f'(x) - 0 + 0 -
+00 = 0,25
= -85 0

Onaf(1-v5)=(2-2v5)eV> 1= —85;
f(1+v5)=(2+2V5)eV5-+1 x 0,25;
fo)=-4

Partie 2

0
On considére la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par I, = f x"e *dx.
)

0
1. Ing e *dx=[—e*|" ,=—e’—ef=e’-1
-2
2. On calcule I, en faisant une intégration par partie: on a
ux) = e* Wwx = —-e*
x?H-]. ona
V') = X" v =
n+1
n+1 10 0 n+l n+ls2 0
. X (—2)"+e 1 _
I,= [e—-‘x —j —-e =0- + f e *x"dx=
n+1l]|_ 2 n+1 n+1 n+1Jo
(-2""e?  Inn
n+1 n+1’
[_E]FHIBZ I
donc I,,= - "L eten multipliant chaque membre par n+1,
n+1 n+1

(n+ D1, ==(=2)""1e? + [;,] = L= (-2)" e’ +(n+ 1)1,

3. L'égalité précédente donne avec:
en=0:L=(-2'e*+Ij=-2e’+e?—1=—e—1,

en=1:L=(-2)2e’+1=4e2-2e?-2=2e2-2.

Partie 3

1. f alesigne du trindme x”— 4 car quel que soit xe R, e~ *> 0.

Comme x2—4= (x+2)(x—2) ce trinome a le signe de a =1 donc est positif, sauf sur
I'intervalle borné par les deux racines soit sur I'intervalle ] - 2 ; 2[ ol f'x) <0.

=252, f(x)<0etsur]—oo; —2[U]2; +oo[, f(x) = 0.

2. %€y coupe l'axe des abscisses au point d’abscisse —2 t on vient de voir que sur I'inter-
valle | -2, 0[, f(x) <0, donc I'aire S du domaine D est égale a I'opposé del'intégrale de
lafonctiond de x=-2a x=0.

0 0 0 0
—fzf{x.}dx: —fz[xz—él]e‘xdx: —fzxze“+4f e = - +4l =

2
4(—e*— 1) —(2e* - 2) = 2¢” —2 = 12,78 (ce que I'on peut conforter avec la figure).

Donc sur I'intervalle |

aire(D) =



Partie B : Ftude d’une suite auxiliaire

| & 111 1

] 1. Ona: wp=u;——ug=———x0=—,
| 0T TR T 2

‘ ] 2. Onva établir la relation de récurrence de (wp). Soit n un entier naturel.

1 . P
- Wnsel = Ulp+1)+1 — EHE’HD en appliquant la définition de w au rang (n+ 1)

[ —

7// = Up+2 — %Nnﬂ
% ) 1 1
////j = 5 Up+1— Eu”

1 1 . . .
Up+1 — Eu” - Eu”” en appliquant la relation de récurrence de u.

P
1 1

7 =Z | Un+1— _“n]

é 2 2
0 1 ] s

= > wy, enappliquant la définition de w au rang n

’ 1
% Ainsi,ona: VYnel, wpe = 2 wy.
L Cette relation de récurrence établit que (w)) est une suite géoméirique, de raison

1 1
q= 2’ et de premier terme wy = 7

3. Puisque la suite est géoméitrique, on a la propriété classique :
]. .I. n .l n+1
YReN, wyp=wyx ”:—x(—) :(—] .

n= WX q=5715 2

Ex 6 : Amérique du Nord — 22 mai 2025 — Sujet 2 — Secours

Partie A : Conjecture 4. Soit n un entier naturel. On reprend la définition de (w,,) :

1
1 1\ 1 . - ‘ o
1. Voici le tableau complété (on peut calculer rapidement les termes a la main, puis Wn = Un+1= 5 ln 9 = Un+1— S Un d'apres I'expression explicite de wp
vérifier a la calculatrice) :

I. n+l I.
— u == +—u
n+1 (2 ) 2 n
n 0 L 2 3 4 > On arrive bien a la relation de récurrence demandée.
1 1 3 1 5
Up 0 = = = - —
2 2 8 4 32

2. Par exploration a la calculatrice, les termes de la suite semblent décroitrent, tout
en restant strictement positifs, on a u;gg = 8 x 10727, et ;999 = 9 x 10729,

On suppose que la suite converge vers 0.




n
5. Pour tout r entier naturel, on pose : P, l'affirmation: « u, =n (E] ».

10
Initialisation : On a d'une part up = 0 et, d'autre part: 0 x (E] =0x1=0.

L'affirmation est donc vraie au rang 0.

Hérédité : Pour un entier naturel n donné, on suppose que la propriété P, est vraie,
- 1)"
c'est-a-dire: up=n (E .

[a—

Ona: ups1=

Conclusion : Uaffirmation Py est vraie, et, pour tout entier naturel n, la véracité de
I'affirmation Py est héréditaire, donc, par principe de récurrence :

Conclusion : L'affirmation Py est vraie, et, pour tout entier naturel n, la véracité de
I'affirmation Pj est héréditaire, donc, par principe de récurrence :

lﬂ
1)

Partie C: Etude de la suite ( Uy)

Yneld, up=n

1. Soit n un entier naturel non nul, donc supérieur ou égala 1 :

n+1 n
Upr1—Up=(n+1) (E) -n (E] d’apres la question B. 5.

1 n+l1 1 n+l
=(n+l}[—] —n(—] X2
2 2

l n+1
:(E] x ((n+1)-2n)

:(%]:Hlx{l_”}

La différence up+1 — uy est égale au produit de deux nombres de signe contraire,
car, pour n entier naturel supérieur ou égal a1 :

n+1
E) est positif strictement;

¢ (1— n) est négatif ou nul

La différence u,., — u, est donc négative ou nulle pour tout n supérieur ou égal a
1, on en déduit donc que la suite (u#,) est décroissante a partir du rang n= 1.

2. Lexpression du terme général de la suite (u,) permet d’affirmer que la suite est
minorée par 0, car chaque terme est le produit de n, entier naturel, donc positif et

n
. " 1 . .
de (5) , strictement positif, car > est strictement positif.

De plus, la suite est décroissante, a partirdurang n= 1.

La suite est donc décroissante (a partir du rang n = 1) et minorée par 0 : on en
déduit qu’elle converge, vers une limite £ dont on sait que ¢ = 0.

1
3. Onadmet que la limite de la suite (u,) est solution de I'équation : £ = £ — Z.‘:"‘.

1 3
Résolvons cette équation: /=/{- 1(" — (= Z("

@f—ﬁfzo
4
4:}1{":0
4

1
— =0 carZ#D

L'équation ayant une unique solution, puisque la limite doit étre une solution de
I'équation, on a donc la limite de la suite (1,) qui est 0, l'unique solution de I'équa-
tion.

Cela vient confirmer notre conjecture de la partie A.




